13.2. Линейные групповые коды.

В практике построения надежных средств вычислительной техники широкое распространение находят линейные групповые коды, отличающиеся достаточно просто реализуемыми функциями декодирования и несложным способом задания. Понятие линейных групповых кодов базируется на векторных положениях математической теории групп. Первоначально ознакомимся с ними.

Понятие группы.

Определение. Группой G называется совокупность элементов, для которой определена некоторая бинарная операция и выполняются следующие четыре аксиомы:

Аксиома замкнутости. Выбранная бинарная операция может быть применена к любым двум элементам группы, взятых в определенном порядке. Результат операции также является элементом группы.

Аксиома ассоциативности. Если выбранная операция есть сложение, то для любых трех элементов a, b, c группы G справедливо соотношение

a+(b+c)=(a+b)+c.

Если выбранная операция есть умножение, то для любых трех элементов a, b и c группы G справедливо соотношение

a*(b*c)=(a*b)*c.

Аксиома единичного элемента. В группе существует единственный единичный элемент. Если выбранная операция есть сложение, то единичный элемент обозначается как 0 и определяется соотношением

0+а=а+0=а,

где а-любой элемент группы, включая и единичный. Если выбранная операция есть умножение, то единичный элемент обозначается как 1 и определяется соотношением

1*а=а*1=а.

Аксиома обратного элемента. Каждый элемент группы, кроме единичного, обладает единственным обратным элементом . Если выбранная операция есть сложение, то элемент, обратный элементу а группы, обозначается (-а) и определяется соотношением

а+(-а)=(-а)+а=0.

Если выбранная операция есть умножение, то элемент, обратный элементу а, обозначается а-1 и      определяется соотношением

а*а-1=а-1*а=1.

Определение. Группа называется аддитивной, если в качестве операции группы используется операция сложения.

Определение. Группа называется абелевой или коммутативной, если элементы группы удовлетворяют коммутативному закону, т. е. равенству a+b=b+a (в случае использования операции сложения) и равенству a*b=b*a (в случае использования операции умножения).
Определение. Группа, состоящая из конечного числа элементов, называется конечной.

В теории помехоустойчивого кодирования используют понятие конечной коммутативной аддитивной группы. При этом в качестве групповой операции выбирается операция сумммы по модулю два, а элементами группы являются двоичные векторы. Порядок выполнения операции в таких группах значения не имеет. В дальнейшем, до особой оговоренности , под словом “сумма “ будем везде понимать операцию суммы по модулю 2. 

Пример. Задано множество G = {0,1}. Над  элементами множества G определена операция суммы. Выяснить, является ли множество G, с введенной операцией, группой.

Для решения задачи достаточно проверить выполнение аксиом группы. 

Проверка аксиомы замкнутости.

0+0=0;

0+1=1+0=1;

1+1=0.

Результат операции всегда является элементом группы, следовательно, аксиома замкнутости выполняется. 

Проверка аксиомы ассоциативности.
0+(0+1)=(0+0)+1=1;

0+(1+0)=(0+1)+0=1 и т.д.

Результаты операций не зависят от места расположения скобок, аксиома ассоциативности выполняется. 

Проверка аксиомы единичного элемента. Очевидно, единичным элементом является 0, т. к. 

0+0=0;

0+1=1+0=1,

т. е. выполняется соотношение для единичного элемента. 

Проверка аксиомы обратного элемента. 

Для каждого элемента множества G существует единственный обратный элемент.  Любой элемент множества G,  является обратным по отношению к самому себе, так как выполняется соотношение

0+0=0;

1+1=0.

Представляется  возможность показать самостоятельно справедливость следующих утверждений:

1. Множество{0} с операцией сумма по модулю два, является группой.

2. Множество {00,01, 10, 11} с операцией суммы по модулю два, является группой.

Понятие линейного группового кода

Определение. Линейным групповым кодом называется конечная аддитивная коммутативная группа G, элементами которой являются двоичные векторы, в качестве операции группы выбрана операция суммы по модулю два. 
Линейные групповые коды могут быть заданы двумя способами:

перечисления векторов; 

матричным представлением.

Матричное представление представляет компактно описывать линейные коды большой мощности и однозначно задавать процедуру из декодирования. Перед заданием линейных кодов в матричной форме введем некоторые определения. 

Определение. Линейно независимыми двоичными векторами  v1, v2  …, vk  называются векторы, для которых выполняется соотношение

C1V1 ( C2V2 ( …( CKVK ( 000…0,

где ci ( {0,1}- скаляры, а ( знак операции суммы по модулю два

Максимальный набор линейно независимых двоичных векторов образуют порождающую матрицу некоторого кода. Любой вектор кода, не принадлежащий матрице, может быть получен как сумма некоторого числа векоторов порождающей матрицы.
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Рассмотрим матрицу

Векторы, принадлежащие этой матрице,  - линейно-независимы, то есть матрица является порождающей матрицей некоторого кода. Остальные векторы получаются суммированием вектора из порождающей матрицы. Пронумеруем векторы порождающей матрицы сверху вниз в порядке возрастания номеров. Тогда все векторы кода имеют вид 
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Таким образом, код содержит семь векторов: три   вектора принадлежат порождающей матрице, остальные векторы образованы как линейные комбинации вектора порождающей матрицы. Если код, порождаемый матрицей, определен как группа, то вектор 000 так же принадлежит коду как единичный элемент группы. В этом случае порождается натуральный двоичный код длины 3{000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111}.

Линейные групповые коды обычно задаются порождающей матрицей, представленной в так называемой, левой канонической форме 
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 где I – единичная матрица информационных разрядов линейного кода формата k*k (как было показано выше, такая матрица порождает натуральный двоичный код длины k); P – матрица проверочных разрядов линейного кода содержащая (n-k) столбцов и k строк.

Так как единичная матрица I(k*k) порождает натуральный двоичный код длины k, мощность которого равна  2k , то ее формат в матрице G определяет мощность N линейного группового кода, определяемую по формуле N=2k.Структура матрицы P влияет на обнаруживающую и корректирующую способность линейного кода.

Пусть линейный групповой код задан своей порождающей матрицей  
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Определим все векторы кода и его мощность. Так как формат единичнной матрице (3х3) то мощность линейного кода равна 23 = 8. Пронумеровав векторы порождающей матрицы и взяв раазличные линейные их комбинации, получим все остальные векторы кода

1 ( 2 = 1 1 0 1 0 1

1 ( 3 = 1 0 1 0 1 1

2 ( 3 = 0 1 1 1 1 0

1 ( 2( 3  = 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0.

Минимальное расстояние линейного группового кода (dmin) может быть определено в соответствии со следующим простым алгоритмом:

1. Выписать все векторы линейного группового кода.

Для каждого ненулевого вектора найти его вес в смысле Хемминга. Минимальный вес ненулевого вектора и равен dmin.

 Справедливость алгоритма вытекает из принадлежности нулевого вектора линейному групповому коду. Действительно, расстояние в смысле Хемминга между нулевым вектором и вектором с минимальным числом единиц, определяет  dmin  рассматриваемого кода. 

В соответствии с рассмотренным алгоритмом, определим dmin кода

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 1 w = 3

0 1 0 0 1 1 w = 3

0 1 1 1 1 0 w = 4

1 0 0 1 1 0 w = 3

1 0 1 0 1 1 w = 4

1 1 0 1 0 1 w = 4

1 1 1 0 0 0 w = 3

Так как минимальный вес в смысле Хемминга W=3,  то код имеет dmin = 3 и позволяет обнаруживать ошибки, кратностью t <= 2, корректировать ошибки кратностью t=1. 

Действительно, для обнаружения t-кратных ошибок должно выполняться условие dmin >= tобн +1 или  tобн <= dmin – 1 = 3 – 1 = 2. Для коррекции t кратных ошибок должно выполняться условие

Порождающую матрицу линейного группового кода длины n c k информационными разрядами можно построить, руководствуясь следующими правилами:

1. Все векторы порождающей матрицы должны быть различны и линейно независимы.

2. Нулевой вектор не должен входить в число векторов порождающей матрицы.

Каждый вектор vi порождающей матрицы должен иметь вес в смысле Хэмминга Wvi  >= dmin.

3. Расстояние в смысле Хэмминга между любыми двумя векторами vi и vj порождающей матрицы должно удовлетворять соотношению d(vi,vj) >= dmin.

Проверочная часть порождающей матрицы (матрицы Р) строится в соответствии со следующими правилами:

1. Вес в смысле Хемминга каждого проверочного вектора должен удовлетворять соотношению

Wv’j  >= dmin  - 1.

2. Вес проверочного вектора v’k являющегося суммой по модулю два, двух любых проверочных векторов, должен удовлетворять соотношению 

Wv’k  >= dmin  - 2.

Порождающая матрица линейного кода, построенная в соответствии с приведенными рекомендациями, должна быть проверена на соответствие  полученного кода требуемой обнаруживающей и корректирующей способности. Для  этого по полученной матрице  выписываются все векторы линейного кода и находятся dmin. Отметим, что любой проверочный столбец порождающей матрицы линейного кода представляет собой сумму по модулю два некоторого числа информационных столбцов порождающей матрицы.

Приведем рекомендации по построению линейного группового кода заданной мощности  с заданной обнаруживающей (корректирующей) способностью  (без ограничения на общую длину кода). Такая задача достаточно часто возникает при разработке средств вычислительной техники повышенной надежности. 

1. Если Р  - требуемая мощность линейного кода G, то формат информационной части его порождающей матрицы равен (k*k), где k = ]log2P[.

2. Любой проверочный столбец порождающей матрицы формируется как сумма по модулю два некоторого числа и ее информационных столбцов. При этом любой информационный столбец должен присутствовать в качестве компонента суммы хотя бы для организации одного проверочного столбца.

3. Каждый вектор vi  порождающей матрицы должен иметь вес в смысле Хэмминга 

Wvi >= dmin.

4. Кодовое расстояние в смысле Хемминга между двумя различными векторами vi , vj     порождающей матрицы должно быть d(vi , vj) >= dmin, а между любыми двумя проверочными векторами 

v’ i , v’j :
d(v’ i , v’j) >= dmin – 2.

5. Для проверки правильности получения кода по построенной порождающей матрице, следует выписать все векторы и определить  dmin полученного кода .

Построим порождающую матрицу линейного кода мощностью 16 и обнаруживающей способностью t<=2.

Так как P = 16 = 24, то k = 4 и формат  единичной части порождающей матрицы линейного кода - (4х4).Порождающая матрица может быть записана в виде 
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Для определения структуры проверочной части порождающей матрицы воспользуемся остальными рекомендациями для построения кода. Очевидно, вес любого вектора vi порождающей матрицы должен удовлетворять соотношению Wvi >= dmin = 3, так как от нас требуется построить код с обнаруживающей способностью t<=2 или dmin >= t + 1 = 2 + 1 = 3.
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