Двудольные  графы

Двудольный граф или биграф, или четный граф G(V,E) (V – множество вершин, E – множество ребер) и такой, что множество его вершин можно разбить на два непересекающихся множества: X и Y так, что каждое ребро графа G инцидентно вершине из множества X и вершине из множества Y. Множества X и Y называют долями двудольного графа.

Пример 1 (произвольный двудольный граф):
Если двудольный граф содержит все ребра, которые соединяют вершины множеств X и Y, то его называют полным двудольным графом. 

Если (X(=m и (Y(=n, то полный двудольный граф обозначается Km,n
Пример 2 (полный двудольный граф) К3,3:
Признак двудольности графа.

Граф является двудольным тогда и только тогда, когда он не содержит циклов нечетной длины (т.е. число ребер в цикле четное). Теория графов изучает 3-х, 4-х,…, n-дольные графы.

Паросочетания
Рассмотрим проблему, известную под названием «задачи о свадьбах».

Пусть существует конечное множество юношей, у которых есть по одной или несколько подруг. При каких условиях можно женить юношей так, чтобы каждый женился на одной из своих подруг. (При этом каждая из девушек не выходит замуж более, чем за одного юношу).

В терминах теории графов задача формулируется следующим образом: построить двудольный граф G, в котором вершины x1,x2…xn представляют собой юношей, а вершины y1, y2, … yn  - девушек. Тогда задача о свадьбах равносильна нахождению в графе G такого множества ребер, что никакие два из них не имеют общей вершины, а каждая вершина является конечной для одного из ребер.

Пример: имеется пятеро юношей x1,x2…x5 и пять девушек y1, y2, … y5 , и их взаимоотношения представлены так:

X1({y1}; X2({y1,y2}; X3({y2,y3}; X4({y3}; X5({y4,y5}. Тогда двудольный граф, соответствующий этому условию, изображается следующим образом:

При данном условии задачу решить нельзя. Возможны такие наборы пар: {x1,y1}, {x2,y2}, {x3,y3}, {x5,y4} или иначе.

Рассмотрение задачи о свадьбах приводит к определению паросочетаний графов.

1. Два ребра называются независимыми, если они не имеют общей вершины.

2. Ребра l1, l2, … независимы, если каждая пара из них не имеет общей вершины.

Паросочетание – это множество независимых ребер графа.

Паросочетание с наибольшим числом ребер называется максимальным паросочетанием.

Число ребер в максимальном паросочетании графа G будем называть числом паросочетаний графа G и обозначать a(G).

Вершина графа G называется насыщенной в паросочетании М, если она является одной из конечных вершин ребра паросочетания.

Обозначим первую долю графа G буквой X, а вторую – Y. Множество X паросочетается с множеством Y в двудольном графе (X,Y,(), если существует такое паросочетание М, что каждая вершина из множества X насыщена в множестве М. В этом случае паросочетание М называется полным паросочетанием X с Y.

Теорема Холла. В двудольном графе G=(X,Y,() существует полное паросочетание X с Y тогда и только тогда, когда для любого множества S, являющегося подмножества X, было справедливо неравенство (S(((((S)(, т.е. мощность множества S не превосходит величины мощности отображения этого множества.

Вторая формулировка теоремы Холла. Для решения задачи о свадьбах необходимо и достаточно, чтобы любое подмножество из К юношей имело не менее К подруг.

X





        Y





X





	Y





Y1





Y2





Y3





Y5





Y4





X5





X4





X3





X2





X1








