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ТЕМА 2-1.

Задача о коммивояжере.
Коммивояжер должен выехать из заданного города, объехать все остальные города и вернуться назад по кратчайшему маршруту. 

Метод базируется на преобразовании матрицы расстояний графа, вершины которого - города, а дугами являются дороги между городами. Каждой дуге приписан вес, равный расстоянию между соответствующей парой городов. Метод использует ряд эвристических процедур, т.е. процедур, которые дают хороший практический результат, но справедливость этих процедур не доказывается. 

Пример.
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	(
	3
	93
	13
	33
	9
	57

	2
	4
	(
	77
	42
	21
	16
	34

	3
	45
	17
	(
	36
	16
	28
	25

	4
	39
	90
	80
	(
	56
	7
	91

	5
	28
	46
	88
	33
	(
	25
	57

	6
	3
	88
	18
	46
	92
	(
	7

	7
	44
	26
	33
	27
	84
	39
	(


В клеточке іі стоит знак "(", а не "0", т.к. в алгоритме используется эвристическая процедура слежения за "0" (за минимальным расстоянием, равным 0). В плане использования этой процедуры клетка іі никакой информации не несёт, следовательно можно поставить "(".

Алгоритм.

1. Процедура редукции. Заключается в приведении матрицы расстояний по строкам, а затем по столбцам. 

а). Приведение по строкам. В каждой строке выбирается минимальное число. Оно вычитается из числа, записанного в каждой клетке рассматриваемой строки. 

Справа от матрицы строится дополнительный столбец, куда заносится это минимальное число. Затем числа в столбце складываются.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	(
	0
	90
	10
	30
	6
	54

	2
	0
	(
	73
	38
	17
	12
	30

	3
	29
	1
	(
	20
	0
	12
	9

	4
	32
	83
	73
	(
	49
	0
	84

	5
	3
	21
	63
	8
	(
	0
	32

	6
	0
	85
	15
	43
	89
	(
	4

	7
	18
	0
	7
	1
	58
	13
	(


б). Приведение по столбцам. В каждом столбце матрицы, приведенной по строкам, выбирается минимальное число. Оно вычитается из числа, записанного в каждой клетке рассматриваемого столбца. 

Под матрицей строится дополнительная строка, куда заносится это минимальное число. Затем числа в строке складываются.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	(
	0
	83
	9
	30
	6
	50

	2
	0
	(
	66
	37
	17
	12
	26

	3
	29
	1
	(
	19
	0
	12
	5

	4
	32
	83
	66
	(
	49
	0
	80

	5
	3
	21
	56
	7
	(
	0
	28

	6
	0
	85
	8
	42
	89
	(
	0

	7
	18
	0
	0
	0
	58
	13
	(


	
	0
	0
	7
	1
	0
	0
	4


Затем складываются суммарные результаты строки и столбца. Полученное число есть нижняя граница самого короткого маршрута коммивояжера, т.е. все маршруты, найденные в ходе решения (96.

2. В приведенной матрице выбираются все нулевые клетки. Каждая такая клетка обеспечивает минимальное расстояние, равное "0" для соответствующей пары. Среди нулевых клеток выбирается такая, которая при замене "0" на "(" позволит вычесть из своей строки и столбца наибольшее суммарное число.

Указанная процедура тоже является эвристической. Если образуется несколько клеток с одинаковым суммарным результатом, то решение разбивается на несколько параллельных ветвей.

	Нулевые клетки
	Число, вычитаемое из
	Суммарный результат

	
	строки
	столбца
	

	(1,2)
	6
	0
	6

	(2,1)
	12
	0
	12

	(3,5)
	1
	17
	18



	(4,6)
	32
	0
	32

	(5,6)
	3
	0
	3

	(6,1)
	0
	0
	0

	(6,7)
	0
	5
	5

	(7,2)
	0
	0
	0

	(7,3)
	0
	8
	8

	(7,4)
	0
	7
	7


Выбор клетки (4,6) означает, что выбран фрагмент маршрута от вершины 4 к вершине 6. 

Так как клетка (4,6) выбрана, то вершины 4 и 6 больше в маршруте не участвуют, значит вычёркиваем строку 4 и столбец 6., а в (6,4) ставим знак "(", т.к. коммивояжер никогда не поедет обратно из 6 в 4.

Матрица примет вид:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	7

	1
	(
	0
	83
	9
	30
	50

	2
	0
	(
	66
	37
	17
	26

	3
	29
	1
	(
	19
	0
	5

	5
	3
	21
	56
	7
	(
	28

	6
	0
	85
	8
	(
	89
	0

	7
	18
	0
	0
	0
	58
	(


Её мы снова приводим по строкам:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	7

	1
	(
	0
	83
	9
	30
	50

	2
	0
	(
	66
	37
	17
	26

	3
	29
	1
	(
	19
	0
	5

	5
	0
	18
	53
	4
	(
	25

	6
	0
	85
	8
	(
	89
	0

	7
	18
	0
	0
	0
	58
	(


Приведение по столбцам в последней матрице невозможно (но нужно). 

Сумма, полученная в дополнительном столбце, складывается с нижней границей маршрута и получается новая граница 3+96=99.

	Нулевые клетки
	Число, вычитаемое из
	Суммарный результат

	
	строки
	столбца
	

	(1,2)
	9
	0
	9



	(2,1)
	17
	0
	17

	(3,5)
	1
	17
	18



	(5,1)
	4
	0
	4

	(6,1)
	0
	0
	0

	(6,7)
	0
	5
	5

	(7,2)
	0
	0
	0

	(7,3)
	0
	8
	8

	(7,4)
	0
	4
	4


Снова вычёркиваем строку и столбец, а полученную матрицу приводим по строкам и столбцам. В ячейку (5,3) ставим символ "(".

	
	1
	2
	3
	4
	7

	1
	(
	0
	83
	9
	50

	2
	0
	(
	66
	37
	26

	5
	0
	18
	(
	4
	25

	6
	0
	85
	8
	(
	0

	7
	18
	0
	0
	0
	(


Но её привести невозможно, поэтому снова составляем таблицу.

	Нулевые клетки
	Число, вычитаемое из
	Суммарный результат

	
	строки
	столбца
	

	(1,2)
	9
	0
	9



	(2,1)
	26
	0
	26

	(5,1)
	4
	0
	4

	(6,1)
	0
	0
	0

	(6,7)
	0
	25
	25

	(7,2)
	0
	0
	0

	(7,3)
	0
	8
	8

	(7,4)
	0
	4
	4


Вычёркиваем строку 2 и столбец 1. При этом не забывая поставить знак "(" в ячейку (1,2).

	
	2
	3
	4
	7

	1
	(
	83
	9
	50

	5
	18
	(
	4
	25

	6
	85
	8
	(
	0

	7
	0
	0
	0
	(


Приведём по строкам:

	
	2
	3
	4
	7

	1
	(
	74
	0
	41

	5
	14
	(
	0
	21

	6
	85
	8
	(
	0

	7
	0
	0
	0
	(


Дальнейшее приведение по столбцам невозможно. Нижняя граница вновь изменилась и составила 99+9+4=112.

В полученной матрице вновь выбираем все нулевые клетки и строим таблицу:

	Нулевые клетки
	Число, вычитаемое из
	Суммарный результат

	
	строки
	столбца
	

	(1,4)
	41
	0
	41



	(5,4)
	14
	0
	14

	(6,7)
	8
	21
	29

	(7,2)
	0
	14
	14

	(7,3)
	0
	8
	8

	(7,4)
	0
	0
	0


В последней матрице вычеркиваем строку 1 и столбец 4. В клетке (4,1) мы должны поставить "(", но такой клетки нет! Если она отсутствует, то используется следующее эвристическое правило: 

"Если дуга, добавляемая к построенному пути, идёт из іn в j1, а построенный путь состоит из i1(i2(i3(...(in   и   j1(j2(...(jv, то в матрице коммивояжера не должно быть дуги из jv в i1, т.к. иначе образуется контур, не являющийся гамильтоновым."

В нашем случае символ "(" нужно ставить в (6,2).

Тогда матрица примет вид:

	
	2
	3
	7

	5
	14
	(
	21

	6
	(
	8
	0

	7
	0
	0
	(


После приведения:

	
	2
	3
	7

	5
	0
	(
	7

	6
	(
	8
	0

	7
	0
	0
	(


Дальнейшее приведение по столбцам невозможно. Нижняя граница вновь изменилась и составила 112+14=126. Выбираем нулевые клетки и строим таблицу:

	Нулевые клетки
	Число, вычитаемое из
	Суммарный результат

	
	строки
	столбца
	

	(5,2)
	7
	0
	7

	(6,7)
	8
	7
	15

	(7,2)
	0
	0
	0

	(7,3)
	0
	8
	8


Удаляем строку 6 и столбец 7. В соответствии с правилом в (7,2) ставим "(".

	
	2
	3

	5
	0
	(

	7
	(
	0


Оставшиеся клетки равноценны. На их основе добавляем недостающие дуги.

Граф примет вид:

ТЕМА 2-2.

Методы оптимизации на графах.

Методы оптимизации находят широкое применение при проектировании сложных систем обработки и передачи информации, в частности: вычислительных систем и сетей, сетей передачи и распределения электроэнергии, товаров и т.д.

Их применение связано с поиском оптимальных решений по эффективному использованию имеющихся технических и программных средств системы. 

Методы оптимизации в значительной степени базируются на теории графов и комбинаторном анализе.

Методы оптимизации базируются на ряде дополнительных понятий теории графов: порядковой функции графа, числовых функциях графа. Рассмотрим их подробнее. 

Порядковая функция графа

Пусть задан граф G=(X,(), а N0, N1, ... , Nr - такие подмножества, что:

N0={xi/xi ( X, ( (-1)xi=(}

N1={xi/xi ( X-N0, ( (-1)xi( N0}

N2={xi/xi ( X-(N0 ( N1), ( (-1)xi( (N0 ( N1)}

.......................................................

Nr={xi/xi ( X-
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Суть задания множеств N0, N1, ... , Nr : в множество N0 ни одна дуга не входит. В любое из оставшихся множеств могут входить дуги только из множеств, номера индексов которых меньше номера индекса рассматриваемого множества. Сказанное даёт возможность разбить всё множество вершин графа Х на (r +1) ярусов со связями между ярусами по типу "с предыдущего в последующие".

Графически множества N0, N1, ... , Nr могут быть проиллюстрированы так:

Функция О(х), определяемая равенством 

(xi(Nk)(  (O(xi)=k)

называется порядковой функцией графа без контуров.

Пример. Задан граф G.
Множество Х, можно, например, разбить на подмножества N0, N1, ... , N3, т.е. задать порядковую функцию следующим образом:

Подмножества N0, N1, ... , Nr называются обычно уровнями.

Рассмотрим алгоритм нахождения уровней графа:

1. Задать граф матрицей смежности.

2. Образовать дополнительную к матрице смежности строку (0, в каждой её клетке записать число единиц по соответствующему столбцу матрицы смежности. Вершины графа, соответствующие нулевым клеткам строки (0, образуют подмножество N0.

3. Вычеркнуть из матрицы смежности строки, соответствующие вершинам графа, вошедшим в N0. 

4. Образовать дополнительную строку (1 , заменив в ней нулевые клетки строки (0 крестиками. В остальные клетки строки (1 вписать число единиц по соответствующему столбцу матрицы смежности графа. Вершины графа, соответствующие нулевым клеткам строки (1 , образуют подмножество N1.

5. Процесс образования дополнительных строк (i прекратить, когда все строки матрицы смежности будут вычеркнуты.

Пример. Задан граф G (из предыдущего примера).

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	
	1
	1
	1
	
	1
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	1
	1
	1

	4
	
	
	
	
	
	1
	

	5
	
	
	
	
	
	
	1

	6
	
	
	
	
	
	
	1

	7
	
	
	
	
	
	
	


	(0
	0
	1
	1
	1
	2
	3
	3


N0={1}

	(1
	Х
	0
	0
	0
	2
	2
	3


N1={2,3,4}
	(2
	Х
	Х
	Х
	Х
	0
	0
	2


N2={5,6}
	(3
	Х
	Х
	Х
	Х
	Х
	Х
	0



N3={7}
Примечание: если граф содержит контур, то обязательно появится строка  без нулей. Поэтому предложенный алгоритм даёт возможность установить наличие контуров в графе. Петля также определяется как контур.
Числовые функции графа

Рассмотрим 2 вида числовой функции:

· числовая функция на вершинах графа.

· числовая функция на рёбрах графа.

Если введена числовая функция на вершинах графа, то каждой вершине ставится в соответствие какое-то число.

Если введена числовая функция на рёбрах графа, то каждому ребру ставится в соответствие какое-то число.

Числовая функция на вершинах графа обозначается ( , на дугах - ( .

Оптимизация пути в графах без контуров.

Максимальным (минимальным) путём через вершины графа называется путь, с максимальным (минимальным) значением числовой функции на его вершинах.

Максимальным (минимальным) путём через дуги графа называется путь, с максимальным (минимальным) значением числовой функции на его дугах.

Подпутём называется отрезок данного пути.

Теорема оптимальности 1. Если на графе G=(X,(), с порядковой функцией k=O(xi) и числовой функцией (i=((xi) задан максимальный (минимальный) путь через вершины между вершинами xmi и  xsl , принадлежащими соответственно уровням m и s, то его подпуть между вершинами  x(j и  x(k , принадлежащими соответственно уровням ( и ( при условии s(((((m также максимален (минимален).

Теорема оптимальности 2.
То же самое, что и в предыдущей теореме. только вместо (i=((xi)  пишем (ij=((xi ,xj)
Постановка задачи оптимизации пути в графах без контуров.

Задан граф без контуров с порядковой функцией и одной из числовых. Найти путь из вершины xi в вершину xj с минимальным (максимальным) значением числовой функции. Вершины xi и xj единственны в своих уровнях. 

Пример. Задан граф с порядковой функцией и числовой на дугах. Найти мин. путь.
Решение. 1. Начиная с xi рассмотрим последовательно все вершины графа, в порядке возрастания его порядковой функции. Вершины одного и того же уровня рассматриваем в произвольном порядке. Приписываем каждой вершине А число, равное минимальному значению пути из xi  в А. Такие приписывания будем показывать цифрами в кружочках.

2. Выбор минимального пути после разметки осуществляется одним из двух способов:

а). Начинаем выбор с вершины xi , помеченной меткой "0". Выбираем далее вершины xj в соответствии с рисунком: 

В нашем случае

б). Начинаем выбор с конечной вершины пути. Выбираем далее вершины xi в соответствии с рисунком:

В нашем случае:

Обоснованием предложенного алгоритма являются теоремы оптимальности. 

Условие применимости - наличие у графа порядковой функции. 

В описанном алгоритме рассматривался оптимальный путь между начальным и конечным уровнями с единственной вершиной.

Рассмотрим теперь случай, когда начальный и/или конечный уровни содержат более одной вершины.
Общая постановка задачи:

Задан граф без контуров с порядковой функцией и одной из числовых функций. Найти оптимальный путь между уровнями Е( и Е( , причём ((( . 

Решение.  Ищется предложенным ранее способом с некоторой модификацией. Для этого на графе вводятся дополнительные две вершины - вход E и выход S. Вход Е соединяется дугами со всеми вершинами уровня Е( . При этом каждой дуге приписывается значение "0". Все вершины уровня Е( соединяются дугами с выходом S, при этом каждой дуге также приписывается значение "0". 

Затем граф размечается и ищется минимальный путь из Е в S.

Пример.

Оптимизация пути в графах с контурами.

Для графов с контурами поиск максимального пути затруднён, т.к. он может не существовать. Для отыскания минимального пути существуют разные алгоритмы. 

Алгоритм Форда.

Общая постановка задачи:

Задан произвольный связный  орграф, каждой дуге которого приписано положительное число. Найти минимальный путь между двумя вершинами графа.

Примечание: Порядковая функция графа не задана.

Решение:    Для поиска минимального пути между x0 и xn руководствуются следующими правилами:

1. Вершине x0 приписывается метка (0=0. Всем остальным xi приписывается (i=(.

2. Выбирается произвольная дуга x0(xi и вершине xi приписывается метка (i(=(0+l(x0,xi), где l(x0,xj) - вес дуги между x0 и xi.

3. Для вершины xj с меткой (j ищется вершина xi, от которой идёт такая дуга в xj, что (j(((j и где: (j(=(i+l(xi,xj).
Вершине xj приписывается метка (j(.

4. После разметки всех вершин графа для произвольной вершины xj с меткой (j рассматриваем все вершины xi с дугами, ведущими  в вершину xj , и выбирается новая метка (j(((j   и такая, что (j( является минимальной из всех возможных меток. 

5. Процедура пункта 4 проводится для каждой вершины графа возможно и не один раз, пока не будут получены минимальные метки у каждой вершины графа. 

6. Выбор минимального пути осуществляют по правилам получения минимального пути для графа без контуров. 

Пример. 

Найти минимальный путь из x0 в x6.

1 шаг. Вершине x0 приписывается метка (0=0. Всем остальным xi приписывается (i=(.

2 шаг. Рассматриваем вершину x1 и дугу x0(x1 . Вершине x1 приписываем метку (1(=(0+l(x0,x1)=0+4=4.

3 шаг. Рассматриваем вершину x3 и дугу x0(x3 . Тогда (3(=(0+l(x0,x3)=0+2=2.

4 шаг. Рассматриваем вершину x2 и дугу x0(x2 . Тогда (2(=(0+l(x0,x2)=0+5=5.

5 шаг. Рассматриваем вершину x5 и дугу x0(x5 . Тогда (5(=(0+l(x0,x5)=0+4=4.

6 шаг. Рассматриваем вершину x4 и дугу x1(x4 . Тогда (4(=(1+l(x1,x4)=4+2=6.

7 шаг. Рассматриваем вершину x6 и дугу x4(x6 . Тогда (6(=(4+l(x4,x6)=6+1=7.

Разметка вершин показана на рисунке кружками. Выбор дуги (xi,xj) при разметке вершины xj осуществляется совершенно произвольно. Единственное ограничение: метка (i вершины xi не должна быть равна (.    

8 шаг. Рассматриваем вершину x2 и стремимся уменьшить её метку. Для этого рассматриваем все дуги, ведущие в x2: выписываем все возможные выражения для метки (2(:






(2(=(0+l(x0,x2)=0+5=5.









(2(=(3+l(x3,x2)=2+1=3.

(2(=min=3, поэтому заменяем метку вершины x2 на 3.

9 шаг.  Аналогично для x4 : 


(4(=(1+l(x1,x4)=4+2=6.









(4(=(2+l(x2,x4)=3+2=5.

(4(=min=5, поэтому заменяем метку вершины x4 на 5.

10 шаг.  Аналогично для x5 : 


(5(=(3+l(x3,x5)=2+1=3.









(5(=(4+l(x4,x5)=5+2=7.

(5(=min=3, поэтому заменяем метку вершины x5 на 3.

11 шаг.  Аналогично для x6 : 


(6(=(4+l(x4,x6)=5+1=6.









(6(=(2+l(x2,x6)=3+3=6.









(6(=(5+l(x5,x6)=3+5=8.

(6(=min=6, поэтому заменяем метку вершины x6 на 6.

12 шаг. Для x1 понижение невозможно.

Дальнейшее понижение меток вершин невозможно, поэтому прекращаем разметку.

13 шаг. Ищем минимальный путь из x6 в x0 . 

(x6   ,  x4 ,  x2 ,  x3 ,  x0)   длина пути: 2+1+2+1=6
(x6   ,  x2 ,  x3 ,  x0)          длина пути:     3+2+1=6
Пример для самостоятельной работы:

Эвристические методы оптимизации.

Алгоритм Флетчера-Кларка.

На практике иногда нужно найти оптимальное решение задачи, для которой метод оптимизации неизвестен.

В этом случае могут быть использованы эвристические методы. Такие методы могут не дать оптимального решения, но позволяют получить достаточно хороший практический результат. 

В качестве примера будем рассматривать эвристический метод для задачи о перевозках, которая называется задачей Флетчера-Кларка.

Общая постановка задачи:

Предприятие Р0 снабжает n складов: Р1, Р2, Р3, ....Рn. Количество машин, используемых для перевозки, не ограничено. Все машины имеют одинаковую грузоподъёмность, для каждой машины она равна С . 

Стоимость перевозки между Pi и Pj равна dij(dji. 

Каждая отправляемая с предприятия Р0 машина должна вернуться обратно. 

Вместимость склада Pi равна Сi.

При какой минимальной общей стоимости перевозок можно заполнить все склады при условии, что маршруты перевозок представляют собой контуры, попарно пересекающиеся только в точке Р0? 

Примечание: можно рассматривать различные обобщения этой задачи, вводя дополнительные ограничения на грузоподъёмность, проходимость дорог, количество заездов на один склад. 

Работу метода рассмотрим на примере: задача о перевозках задана таблицами вместимости складов Сi и стоимости перевозок dij. Для удобства на рисунке они совмещены.

	Ci
	
	P0
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	(
	P0
	0
	4
	6
	8
	2
	4
	5

	4
	P1
	4
	0
	3
	3
	2
	1
	5

	6
	P2
	6
	3
	0
	5
	6
	7
	1

	3
	P3
	8
	3
	5
	0
	8
	2
	1

	1
	P4
	2
	2
	6
	8
	0
	3
	2

	8
	P5
	4
	1
	7
	2
	3
	0
	4

	2
	P6
	5
	5
	1
	1
	2
	4
	0


C=10 - вместимость одной машины.

В каждой клетке на пересечении Pi и Pj указана стоимость перевозки dij .

На рисунке приведено одно из возможных решений:

                                   С6=2                                                        С2=6

     С5=8                                                                                                 С1=4 

                                         С4=1                            С3=3            

Такие перевозки возможны, так как вместимость складов в контурах не превышает 10.

Значение стоимости перевозок по каждому из контуров рисунка:

(Р0,Р2,Р1,Р0)= d02 + d21 + d10 =6+3+4=13;

(Р0,Р3,Р4,Р0)= d03 + d34 + d40 =8+8+2=18;

(Р0,Р5,Р6,Р0)= d05 + d56 + d60 =4+4+5=13;

Общая стоимость перевозок: 13+18+13=44.

Рассмотрим теперь метод Флетчера-Кларка.

Алгоритм:

1. Для каждой пары вершин (Pi,Pj) , таких, что i(j, i(0, j(0 определить параметр (ij= di0 + d0j - dij и занести его в таблицу.     

2. В качестве начального решения выбрать тривиальное решение S вида S={(P0,P1,P0,), (P0,P2,P0,),........, (P0,Pп,P0,)}. 

3. Для каждого маршрута в найденном решении S вычислить значение параметров (i , i(0       по формуле:




(i=
0, если (Pi,P0) ( S 





1, если (Pi,P0) ( S
4. Все вершины Pm1 , Pm2 ,......., Pmk каждого маршрута из S (исключая P0)  объединяются в класс  {Pm1 , Pm2 ,......., Pmk} и вычисляется объёмность перевозки 

Q{Pm1 , Pm2 ,......., Pmk}=Cm1 + Cm2 +.......+ Cmk ,

 где Cmi вместимость склада Pmi . 

5. Выбрать в таблице значений (ij величину (ij = maximum > 0 (если таких величин несколько, то выбрать любую). Если для выбранной величины (ij склады Pi и Pj  принадлежат разным классам, то объединить эти классы в один при выполнении условий: 




а). (i=(j=1



б). Q{Pi , Pl , Pk.,......... } + Q{Pj , Pm ,. Pv. ,.....} ( C, 

выделив (ij в таблице меткой

Если одно из условий а) или б) не выполняется, то зачеркнуть клетку (ij в таблице

6. Найти новое значение (i , i(0.

7. Повторять пункты 4 и 5 до тех пор, пока есть возможность выбора величины (ij > 0

Пример работы алгоритма.

Составляем таблицу значений (ij . Таблица будет заполнена ниже главной диагонали, т.к. матрица стоимости перевозок симметрична. 

Первая сверху строка и первый слева столбец и клетки главной диагонали не заполняются, т.к. параметр (ij вычисляется при i(j(0. 

(ij= di0 + d0j - dij
(21= d20 + d01 - d21=6+4-3=7

	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	P1
	-
	-
	-
	-
	-
	-

	P2
	7
	-
	-
	-
	-
	-

	P3
	9
	9
	-
	-
	-
	-

	P4
	4
	2
	2
	-
	-
	-

	P5
	7
	3
	10
	3
	-
	-

	P6
	4
	10
	12
	5
	5
	-


Выбираем начальное тривиальное решение S . 

Составляем таблицу для (i и объёмности перевозок по контурам решения S .

	
	(i
	Q{ Pi}

	P0,P1,P0
	(1=1
	Q{P1}=C1=4

	P0,P2,P0
	(2=1
	Q{P2}=C2=6

	P0,P3,P0
	(3=1
	Q{P3}=C3=3

	P0,P4,P0
	(4=1
	Q{P4}=C4=1

	P0,P5,P0
	(5=1
	Q{P5}=C5=8

	P0,P6,P0
	(6=1
	Q{P6}=C6=2


1). (63=12=maximum

(6=(3=1   и    Q{P6}+ Q{P3}=C6+C3=2+3=5<C =10

Образуем класс {P6,P3} и выделяем (63 кружком в таблице. Значения (i не изменяются.

2). (62=10 > 0
Пробуем объединить классы {P6,P3} и {P2}:  

(6=(2=1   и    Q{P6}+ Q{P3}+ Q{P2}=C6+C3+C2=2+3+6=11 > C =10

Вычёркиваем (62 в таблице. Значения (i не изменяются.

3). (53=10 > 0
Пробуем объединить классы {P6,P3} и {P5}:  

(5=(3=1   и    Q{P5}+ Q{P6}+ Q{P3}=C5+C6+C3=8+2+3=13 > C =10

Вычёркиваем (53 в таблице. Значения (i не изменяются.

4). (31=9 > 0
Пробуем объединить классы {P6,P3} и {P1}:  

(1=(3=1   и    Q{P3}+ Q{P6}+ Q{P1}=C3+C6+C1=3+2+4=9 < C =10

Образуем класс{P6,P3,P1}. Отмечаем клетку (31 в таблице.

Находим новые значения (i : (6=(1=1; (3=0 
5). (32=9 > 0
(3=0 , (2=1 Условие а) не выполняется. Поэтому вычеркиваем клетку (32 .  

6). (51=7 > 0
(5=(1=1   и    Q{P5}+ Q{P1}+ Q{P6}+ Q{P3}=C5+C1+C6+C3=8+4+2+3=17 > C =10

Вычёркиваем (51 в таблице. Значения (i не изменяются.

7). (21=7 > 0
(2=(1=1   и    Q{P2}+ Q{P1}+ Q{P6}+ Q{P3}=C2+C1+C6+C3=6+4+2+3=15 > C =10

Вычёркиваем (21 в таблице. Значения (i не изменяются.

8). (64=5 > 0
(6=(4=1   и    Q{P6}+ Q{P3}+ Q{P1}+ Q{P4}=C6+C3+C1+C4=2+3+4+1=10 = C =10

Образуем класс{P4,P6,P3,P1}. Отмечаем клетку (64 в таблице.

Находим новые значения (i : (1=(4=1; (3=(6=0 
9). (65=5 > 0
(6=0 , (5=1 Условие а) не выполняется. Поэтому вычеркиваем клетку (65 .  

10). (61=4 > 0
Но {P6} и {P1} уже в одном классе! Поэтому вычеркиваем клетку (61 .  

11). (41=4 > 0
Но {P4} и {P1} тоже уже в одном классе! Поэтому вычеркиваем клетку (41 .  

12). (52=3 > 0
Пробуем объединить классы {P5} и {P2}:  

(5=(2=1   и    Q{P5}+ Q{P2}=C5+C2=8+6=14 > C =10. Условие не выполнено.

Вычеркиваем клетку (52  в таблице.

13). (54=3 > 0
Пробуем объединить классы {P4, P6, P3, P1,} и {P5}:  

(5=(4=1.   Очевидно, что (Q{P} будет  > C =10. Условие не выполнено.

Вычеркиваем клетку (54  в таблице.

14). (42=2 > 0
Пробуем объединить классы {P4, P6, P3, P1,} и {P2}:  

(2=(4=1.   Очевидно, что (Q{P} будет  > C =10. Условие не выполнено.

Вычеркиваем клетку (42  в таблице.

15). (43=2 > 0
Но {P4} и {P3} уже в одном классе! Поэтому вычеркиваем клетку (41 .  

Все элементы (43 мы рассмотрели. У нас получились такие маршруты, являющиеся решением задачи:   

(Р0,Р4,Р6,Р3,Р1,Р0)= d04 + d46 + d63 +d31 + d10=2+2+1+3+4=12;

(Р0,Р2,Р0)= d02 + d20 =6+6=12;

(Р0,Р5,Р0)= d05 + d50 =4+4=8;

Общая стоимость перевозок: 12+12+8=32.

Полученная ранее стоимость перевозок без учёта метода Флетчера-Кларка была равна 44, что больше 32.
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