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Вступ

Теорiя ймовiрностей, випадковi процеси i математична статистика створюють великi роз-
дiли математики та її застосувань. Їхнiй розвиток нерозривно пов’язаний iз загальним роз-
витком науки i технiки, де все бiльш позначається потреба давати вiдповiдну ймовiрнiсну iн-
терпретацiю рiзним явищам i процесам. Теорiя ймовiрностей i випадкових процесiв пропонує
рiзноманiтнi математичнi моделi для типових випадкових явищ та їх еволюцiйного розвитку.
У рамках цих моделей вивчає притаманнi їм ймовiрнiснi закономiрностi, розробляє методи
розв’язку таких важливих задач, як прогнозування, керування та iншi. Математична ста-
тистика розв’язує задачi оцiнювання окремих параметрiв i структури в цiлому тiєї чи iншої
ймовiрнiсної моделi за статистичними даними, дає методи перевiрки рiзних гiпотез, реко-
мендує правила планування самого експерименту для отримання необхiдних статистичних
даних.
Математична теорiя ймовiрностей набуває практичної цiнностi i наочний змiст у зв’язку

з такими дiйсними або уявними дослiдами як, наприклад, пiдкидання монети сто разiв, пiд-
кидання гральних кубикiв, гра в рулетку, спостереження тривалостi життя радiоактивного
ядра або життя людини, схрещення двох сортiв рослин. Сюди ж вiдносяться такi явища,
як стать новонародженого, наявнiсть випадкових шумiв у системах зв’язку, контроль яко-
стi промислової продукцiї, положення частинки при дифузiї, кiлькiсть подвiйних зiрок на
рiзних дiлянках неба тощо. Всi цi явища характеризуються тим, що для них вiдсутня детер-
мiнiстична регулярнiсть (тобто спостереження за ними не завжди приводять до однакових
результатiв). У той же час вони мають деяку статистичну регулярнiсть. Це проявляється,
наприклад, у статистичнiй сталостi частот.
Дiйсно, розглянемо пiдкидання правильної монети. Зрозумiло, що заздалегiдь неможливо

абсолютно достовiрно передбачити результат кожного пiдкидання. Результати окремих екс-
периментiв носять нерегулярний характер i здається, що це позбавляє нас можливостi вста-
новити якi -небудь закономiрностi, що пов’язанi з цим експериментом. Проте, якщо провести
велику кiлькiсть незалежних пiдкидань, то можна помiтити, що для правильної монети буде
спостерiгатися цiлком визначена статистична регулярнiсть, коли частота випадання ”герба”
буде близька до 0.5.
Статистична сталiсть частот робить цiлком правдоподiбною гiпотезу про можливiсть

кiлькiсної оцiнки випадковостi того чи iншого явища, що здiйснюється у результатi експе-
риментiв. Виходячи з цього, теорiя ймовiрностi постулює наявнiсть у подiї A деякої числової
характеристики P (A), що називається ймовiрнiстю цiєї подiї, природна властивiсть якої по-
винна полягати в тому, що зi зростанням кiлькостi незалежних випробувань (експериментiв)
частота появи подiї A має наближатися до P (A).
Вiдносно до розглянутого прикладу це означає, що ймовiрнiсть подiї A, яка полягає у

випадiннi ”герба” при пiдкиданнi правильної монети, природно вважати рiвною 0.5. Кiлькiсть
подiбних прикладiв, у яких iнтуїтивне уявлення про чисельне значення ймовiрностi тiєї чи
iншої подiї складається досить легко, можна без зусиль примножити. При цьому всi вони
будуть носити схожий характер i супроводжуватися невизначеними поняттями типу ”чесне”
пiдкидання, ”правильна” монета, ”незалежнiсть” тощо.
Теорiя ймовiрностей, як i будь-яка точна наука, стала такою лише тодi, коли було чiтко

сформульовано поняття ймовiрнiсної моделi, та утворено її аксiоматику. Виникнення тео-
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рiї ймовiрностей як науки та її розвиток пов’язанi з такими iменами: Паскаль (1623-1662),
Ферма (1601-1665), Гюйгенс (1629-1695), Я.Бернуллi (1654-1705), Муавр (1667-1754), Лаплас
(1749-1827), Пуассон (1781-1840), Гаусс (1777-1855), Чебишев (1821-1824), Марков (1856-1922),
Ляпунов (1857-1918), Бернштейн (1880-1968), Мiзес (1883-1953), Борель (1871-1956), Колмо-
горов (1903-1987).



Роздiл 1

Елементарна теорiя ймовiрностей

1.1. Простiр елементарних подiй

У загальнiй теоретико-ймовiрнiснiй схемi для кожного експерименту iз випадковим результа-
том повиннi бути вказанi всi можливi результати, якi вiдповiдають таким вимогам: у резуль-
татi експерименту неодмiнно вiдбувається один i тiльки iз цих результатiв. Для нас несуттєва
реальна природа цих результатiв, важливим є лише те, що їх кiлькiсть N скiнчена. Кожний
такий результат прийнято називати елементарною подiєю ω. Сукупнiсть елементарних подiй

Ω = {ω1, . . . , ωN} (1.1)

будемо називати простором елементарних подiй. Елементарнi подiї є точками простору еле-
ментарних подiй.
Будь-який результат експерименту з випадковим результатом у теорiї ймовiрностей прийня-

то називати подiєю. Кожну подiю A можна ототожнювати з пiдмножиною A ⊂ Ω, яка скла-
дається iз тих точок ω ∈ Ω, при яких вiдбувається A. З цiєї причини у подальшому ми не
будемо робити рiзницi мiж подiєю A та вiдповiдною пiдмножиною A ⊂ Ω.

1.2. Дослiд iз скiнченою кiлькiстю
рiвноймовiрних результатiв

Розглянемо декiлька прикладiв структури простору елементарних подiй.

Приклад 1. При однократному пiдкиданнi монети простiр елементарних подiй складає-
ться з двох точок: Ω = {Γ, P}, де Γ - ”герб”, P - ”решта”.

Приклад 2. (Пiдкидання грального кубика.) Простiр
елементарних подiй складається iз шести точок: Ω = {1, 2,
3, 4, 5, 6}. У цьому просторi можна, наприклад, видiлити пiдпростiр (подiю) A, який описує
природно парних чисел, тобто A = {2, 4, 6} ⊂ Ω.
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6 Роздiл 1. Елементарна теорiя ймовiрностей

У всiх цих прикладах жоднiй з елементарних подiй не можна вiддати перевагу перед iн-
шими, вважати її бiльш ймовiрною, нiж iншi, i якщо N - загальна кiлькiсть елементарних
подiй, то випадання вважати елементарнi подiї рiвноймовiрними i кожнiй подiї приписувати
однакову ймовiрнiсть, що дорiвнює 1/N . Визначена таким чином ймовiрнiсть на практицi
оцiнює частоту даної елементарної подiї у серiї великої кiлькостi незалежних повторень
експерименту, якщо пiд частотою розумiти вiдношення числа появи даної елементарної по-
дiї до загального числа повторень експерименту. Пiсля цього можна обчислити ймовiрнiсть
будь-якого результату експерименту. А саме, якщо N(A) розмiрнiсть пiдпростору A ⊂ Ω
(кiлькiсть елементiв ω, з яких складається цей пiдпростiр), який визначає подiю A, то випа-
дання визначити ймовiрнiсть P (A) подiї A як вiдношення числа елементарних подiй, з яких
складається A, до числа всiх елементарних подiй:

P (A) =
N(A)

N
. (1.2)

Зокрема, ймовiрнiсть випадання парного числа при пiдкиданнi грального кубика дорiвнює
0.5.

1.3. Дослiд iз нескiнченною кiлькiстю елементарних по-
дiй

Для багатьох експериментiв характерним є те, що можлива нескiнченна множина (навiть
континуум) елементарних подiй. У таких випадках ймовiрнiсть зручно задавати за допомо-
гою т. зв. густини ймовiрностi. При цьому вiд додавання ймовiрностей елементарних подiй
переходять до iнтегрування густини ймовiрностi по множинi, що вiдповiдає деякiй подiї A,
а ймовiрнiсть кожної елементарної подiї дорiвнює нулевi.

Приклад 3. Нехай на вiдрiзку [a, b] довжини l = b − a довiльно ставиться точка. Яка
ймовiрнiсть того, що вона попаде на вiдрiзок [α, β], що мiститься в [a, b]?

� Оскiльки ймовiрнiсть попасти в [α, β] не залежить вiд того, де саме на [a, b] розташова-

ний вiдрiзок [α, β], то шукана ймовiрнiсть P (A) дорiвнює
β − α

b − a
, тобто вiдношенню довжин

вiдрiзкiв [α, β] i [a, b]. Вiдповiдь буде такою ж, якщо замiсть вiдрiзка [α, β] вибрати будь-яку
пiдмножину вiдрiзка [a, b] i для неї можна визначити довжину, що дорiвнює (β − α).
Для цього приклада густина ймовiрностi p(·) визначається рiвнiстю

p(x) =
1

l
; x ∈ [a, b] , (1.3)

причому

p(A) =

β∫
α

p(x)dx =

β∫
α

dx

l
=

β − α

l
;

b∫
a

p(x)dx = 1 . (1.4)

�
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Рис. 1.1. До прикладу 4.

Приклад 4. Нехай на вiдрiзок [a, b] довжини l = b − a навмання ставляться двi точки.
Яка ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж ними буде не бiльша нiж λ, 0 ≤ λ ≤ l?

� Зрозумiло, що задача еквiвалентна такiй: в квадрат Q = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ l}
навмання кидається точка (x, y); яка ймовiрнiсть того, що точка попаде у заштриховану
область на рис. 1.1? Тодi шукана ймовiрнiсть дорiвнює вiдношенню площини заштрихованої
областi до площини квадрата Q:

p(A) =

∫
Q

dxdy

l2
=

(l2 − (l − λ)2)

l2
=

2lλ − λ2

l2
. (1.5)

�

1.4. Алгебра подiй
Вже йшла мова про те, що з окремих елементарних подiй ω можна складати деякi пiдмно-
жини A, якi мають назву подiї. Вiдштовхуючись вiд деякої заданої системи множин, що є
подiями, можна утворювати новi подiї, що вiдповiдають конструкцiям висловiв iз логiчни-
ми операцiями ”нi”, ”та”, ”або”, якi у теорiї множин вiдповiдають операцiям ”доповнення”,
”перетин”, ”об’єднання”. Розглянемо визначення i властивостi операцiй над подiями, якi ха-
рактеризують алгебраїчну структуру будь-якої теоретико-ймовiрнiсної схеми.
1. Якщо подiя A вiдбувається кожен раз, коли вiдбувається подiя B, то будемо говорити,

що подiя A є наслiдком подiї B, i записувати B ⊂ A або A ⊃ B, тобто множина B є
пiдмножиною A.
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2. Якщо A ⊂ B i B ⊂ A, то подiї A i B вiдбуваються або не вiдбуваються одночасно. У
цьому випадку будемо писати A = B; множини A i B при цьому спiвпадають.
3. Подiя, що полягає в тому, що не вiдбувається подiя A, називається протилежною до

подiї A i позначається A. Множина A складається з точок множини Ω, що не належать до
A, i називається доповненням множини A.
4. Якщо подiя A не мiстить жодної елементарної подiї, то вона називається неможливою

i позначається ∅. Очевидно, що протилежною ∅ є подiя Ω, яка вiдбувається кожен раз i
називається достовiрною. Очевидно, що ∅ є пустою пiдмножиною Ω.
5. Подiя C, що вiдбувається тодi i тiльки тодi, коли вiдбуваються подiї A i B, називається

добутком або перетином подiй A iB, i позначається AB або A
⋂

B. Множина C складається
iз точок, що належать як множинi A, так i множинi B, i називається перетином множин A
i B. Вона позначається A

⋂
B.

6. Подiї A i B називаються несумiсними, якщо їх одночасне настання неможливе, тобто
A
⋂

B = ∅. Несумiсним подiям вiдповiдають множини, що не перетинаються.
7. Подiя C, що вiдповiдає настанню хоча б однiєї з подiй A або B, називається об’єднанням

або сумою подiй A i B, i позначається A
⋃

B. У тому випадку, коли A
⋂

B = ∅, можна писати
C = A + B. Вiдповiдна множина C складається з тих точок Ω, якi належать хоча б однiй з
множин A i B. Об’єднання або сума цих множин позначається A

⋃
B.

8. Подiя C, що полягає в тому, що подiя A вiдбувається, а подiя B не вiдбувається,
називається рiзницею подiй A i B i позначається A \ B. У теорiї множин множина A \ B =
A
⋂

B складається з точок, що належать множинi A i не належать множинi B, i називається
рiзницею множин A i B.
Розглянемо найпростiшi властивостi операцiй над подiями. Перетин i об’єднання визна-

чаються для довiльної кiлькостi подiй. Операцiї об’ єднання
⋃
та перетину

⋂
асоцiативнi

та комутативнi за означенням:

(A
⋃

B)
⋃

C = A
⋃

(B
⋃

C), A
⋃

B = B
⋃

A ,

(A
⋂

B)
⋂

C = A
⋂

(B
⋂

C), A
⋂

B = B
⋂

A
(1.6)

для будь-яких подiй A, B i C.
За означенням

A = A, A = Ω \ A, A \ B = A
⋂

B = B \ A . (1.7)

Операцiї
⋃
та
⋂
взаємно дистрибутивнi :

A
⋃

(B
⋂

C) = (A
⋃

B)
⋂

(A
⋃

C) ,

A
⋂

(B
⋃

C) = (A
⋂

B)
⋃

(A
⋂

C) .
(1.8)

Важливу роль у теорiї ймовiрностей вiдiграє принцип двоїстостi, який може бути вира-
жений такими спiввiдношеннями:

A
⋃

B = A
⋂

B , (1.9)

A
⋂

B = A
⋃

B . (1.10)
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Доведемо формулу (1.9)

ω ∈ A
⋃

B ⇔ ω /∈ A
⋃

B ⇔ ω /∈ A, ω /∈ B ⇔ ω ∈ A, ω ∈ B ⇔
⇔ ω ∈ A

⋂
B .

Принцип двоїстостi справедливий для будь-якої кiлькостi подiй:⋃
α∈S

Aα =
⋂
α∈S

Aα,
⋂
α∈S

Aα =
⋃
α∈S

Aα, (1.11)

де символ
⋃

α∈S (
⋂

α∈S) означає об’єднання (перетин) множини подiй Aα, що вiдрiзняються
iндексом α ∈ S, який може також пробiгати i незлiченну множину значень.
До принципу двоїстостi необхiдно також вiднести ще одне спiввiдношення

A ⊂ B ⇔ A ⊃ B. (1.12)

Роль принципу двоїстостi в теорiї ймовiрностей полягає в тому, що для будь-якого
твердження, що вiдноситься до деякої системи подiй, може бути сформульоване еквiвален-
тне йому двоїсте твердження, в якому подiї повиннi бути замiненi на протилежнi, операцiї
об’єднання - на операцiї перетину i навпаки, та враховано спiввiдношення (1.12).
Розглянутi властивостi операцiй носять алгебраїчний характер. Таким чином, якщо є

деяка система F множин A ⊆ Ω, то за допомогою операцiй
⋃

,
⋂

, \ можна з елементiв F по-
будувати нову систему множин, якi також будуть подiями. Додаючи до цих подiй достовiрну
Ω i неможливу ∅ подiї, ми отримаємо систему множин, яка називається алгеброю, тобто
такою системою пiдмножин множини Ω, що:
1) якщо A ∈ F i B ∈ F , то множини A

⋃
B, A

⋂
B, A \ B також належать F ;

2) разом iз кожною подiєю A клас F мiстить протилежну подiю A.
З цих двох тверджень природна такi наслiдки: якщо клас F не порожнiй, то звiдси ви-

пливає, що Ω ∈ F , оскiльки Ω = A + A. Отже ∅ ∈ F , оскiльки ∅ = Ω.
Конструкцiя алгебри подiй дозволяє охарактеризувати множину усiх можливих резуль-

татiв будь-якого експерименту з випадковими результатами, якщо множина Ω його елемен-
тарних результатiв скiнченна.
У випадку неперервної змiни можливих значень результату (кидання точки на вiдрiзок)

як систему подiй в подальшому доведеться видiлити спецiальний клас пiдмножин, бiльш
широкий, нiж алгебра.

1.5. Класична теоретико-ймовiрнiсна модель
Ми вже зробили два кроки до визначення класичної ймовiрнiсної моделi експерименту зi
скiнченою кiлькiстю елементарних результатiв: видiлили простiр елементарних подiй Ω i
деяку систему його пiдмножин F , якi утворюють алгебру i називаються подiями. В елемен-
тарнiй теорiї ймовiрностей як алгебра F звичайно береться алгебра усiх пiдмножин Ω. Як
правило, видiлення простору елементарних подiй Ω i алгебри подiй F не становить проблем.
Iснує багато практичних ситуацiй, коли симетрiя приводить до рiвноймовiрностi усiх еле-

ментарних результатiв. У цьому випадку ми приходимо до класичної ймовiрнiсної моделi.
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Нехай Ω - скiнчений (або у бiльш загальному випадку нескiнчений) простiр елементарних
подiй деякого випадкового експерименту. Припустимо, що структура експерименту така, що
на Ω можна вказати n елементарних подiй ω1, . . . , ωn, якi мають такi властивостi:
1) подiї ωi, ωj попарно несумiснi, тобто нiякi двi з них не можуть вiдбутися одночасно

ωi

⋂
ωj = ∅, i �= j, i, j = 1, . . . , n ; (1.13)

2) ω1, . . . , ωn утворюють повну групу подiй у тому розумiннi, що при будь-якому результатi
експерименту хоча б одна з них неодмiнно вiдбувається, а це означає, що

ω1 + . . . + ωn = Ω ; (1.14)

3) подiї ω1, . . . , ωn рiвноймовiрнi, або, iншими словами, жоднiй iз них не можна вiддати пе-
ревагу. Це доматематична вимога, i її не можна намагатися сформулювати у термiнах
яких-небудь бiльш елементарних властивостей.
У класичнiй схемi подiї ω1, . . . , ωn, що вiдповiдають умовам 1) - 3), називаються повною

групою попарно несумiсних рiвноймовiрних подiй.
Допишемо кожнiй елементарнiй подiї ωi ∈ Ω деяку вагу, яку позначимо p(ωi) i назвемо

ймовiрнiстю подiї ωi. Ця ймовiрнiсть задовольняє таким умовам:
1) 0 ≤ p(ωi) ≤ 1 (невiд’ємнiсть );
2) p(ω1) + . . . + p(ωn) = 1 (нормованiсть ).
Ймовiрнiсть P (A) будь-якої подiї A ∈ F має вигляд

P (A) =
∑

{i: ωi∈A}
p(ωi) . (1.15)

Тобто, в класичнiй схемi ймовiрнiсть визначається лише для тих результатiв експерименту,
якi можуть бути представленi у виглядi об’єднання деяких iз елементарних подiй ωi.
3) Внаслiдок рiвноймовiрностi усiх ωi ймовiрнiсть подiї A визначається рiвнiстю

P (A) =
k

n
, (1.16)

де k - кiлькiсть доданкiв у (1.15). Це класичне визначення ймовiрностi.
Для того, щоб (1.16) вважалося коректним, достатньо показати єдинiсть розкладу

A = ωi1 + ωi2 + . . . + ωik . (1.17)

Для довiльної подiї A вiдповiдно до властивостi дистрибутивностi (1.8) маємо

A
⋂

Ω = A
⋂

(ω1 + . . . + ωn) = A
⋂

ω1 + . . . + A
⋂

ωn . (1.18)

Тодi, внаслiдок властивостi (1.13),

A
⋂

ωj = ωis, (j = is, s = 1, . . . , k) ,

A
⋂

ωj = ∅, (j �= is) .
(1.19)

Вiдповiдно до свого класичного визначення знаходження ймовiрностi P (A) звичайно зво-
диться до комбiнаторних обчислень.
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Приклад 5. (Задача про днi народження.) Нехай в аудиторiї є n студентiв. Яка ймо-
вiрнiсть того, що хоча б у двох збiгаються днi народження?
� Очевидно, що якщо n ≥ 366, ця ймовiрнiсть дорiвнює одиницi. Розглянемо випадки
n ≤ 365. Для групи з n студентiв можливо (365)n комбiнацiй днiв народження. Всi цi комбiна-
цiї утворюють повну групу попарно несумiсних рiвноймовiрних подiй, причому ймовiрнiсть
кожної комбiнацiї дорiвнює 1/(365)n. Кiлькiсть рiзних комбiнацiй, коли жодна пара днiв
народження не збiгiється, дорiвнює

365 · 364 · · · (365 − n + 1) . (1.20)

Тодi ймовiрнiсть того, що на кожен день припадає не бiльш одного дня народження, дорiвнює

Pn =
365 · 364 · · · (365 − n + 1)

(365)n
=

365!

(365 − n)!(365)n
. (1.21)

Шукана ймовiрнiсть дорiвнює 1 − Pn. Вiдповiдна таблиця значень має вигляд:

Таблиця 1.
n 4 10 16 20 22 23 30 50

1−Pn .016 .117 .284 .411 .476 .507 .706 .970

Цiкаво вiдмiтити, що (всупереч очiкуваному) розмiр аудиторiї, де з ймовiрнiстю 1/2 знайду-
ться принаймнi двi особи iз спiвпадаючими днями народження, не такий вже великий: вiн
дорiвнює 23. �

Приклад 6. (Система Максвелла-Больцмана.) Нехай є r рiзних частинок, кожна з
яких може знаходитись у будь-якiй з n комiрок (станiв) незалежно вiд того, де при цьому
знаходяться iншi частинки. Скiльки рiзних розмiщень r частинок по n комiрках?
� Якщо усi розмiщення (стани системи) рiвноймовiрнi, то це статистика Максвелла-Больц-
мана. Усього iснує nr рiзних розмiщень iз ймовiрностю кожного стану n−r. �
Приклад 7. (Статистика Бозе-Ейнштейна.) Нехай є r однакових частинок, кожна з
яких може знаходитись у будь-якiй з n комiрок (станiв) незалежно вiд того, де при цьому
знаходяться iншi частинки. Скiльки рiзних розмiщень r частинок по n комiрках?
� Якщо усi розмiщення (стани системи) рiвноймовiрнi, то це статистика Бозе- Ейнштейна.
Усього iснує N(n, r) = Cn−1

n+r−1 = Cr
n+r−1 рiзних розмiщень (станiв).

Дiйсно, для однiєї i двох частинок ця формула очевидна
N(n, 1) = n = C1

n i N(n, 2) = n + n(n − 1)/2 = C1
n + C2

n = C2
n+1. Тодi, якщо ця формула

справедлива для r частинок, то для r + 1 частинки маємо:
N(n, r + 1) = N(n, r) + N(n − 1, r) + . . . + N(1, r) = Cr

n+r−1 + Cr
n−1+r−1 + . . . + Cr

r = (Cr+1
n+r −

Cr+1
n+r−1) + (Cr+1

n−1+r − Cr+1
n−1+r−1) + . . . + (Cr+1

r+1 − Cr
r ) + Cr

r = Cr+1
n+r. �

Приклад 8. (Статистика Фермi-Дiрака.) Нехай є r однакових частинок, кожна з яких
може знаходитись в однiй з n комiрок (станiв). При цьому в кожному станi може зна-
ходитись не бiльш однiєї частинки. Скiльки рiзних розмiщень r частинок по n комiрках?

� Якщо усi розмiщення (стани системи) рiвноймовiрнi, то це статистика Фермi- Дiрака.
Усього iснує Cr

n рiзних розмiщень (станiв). �
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1.6. Властивостi класичної ймовiрностi

У силу властивостi (1.14) i рiвноймовiрностi усiх елементарних подiй для кожної з них маємо
ймовiрнiсть

P (ωi) =
1

n
, i = 1, . . . , n . (1.22)

Алгебра F подiй у даному випадку складається iз неможливої подiї ∅ i всiх можливих об’-
єднань одноточкових множин {ωi}, i = 1, . . . , n, тобто усього з C0

n + C1
n + . . . + Cn

n = 2n подiй.
Для будь-якої подiї A ∈ F ймовiрнiсть P (A) визначається рiвнiстю P (A) = m/n, де m -

кiлькiсть елементарних подiй, iз яких складається A. (Очевидно, що ця властивiсть збiгається
з (1.16)).
Формально класична теоретико-ймовiрнiсна модель еквiвалентна трiйцi (Ω,

F, P ), що складається iз простору елементарних подiй Ω iз n точок, алгебри F , що складає-
ться iз 2n подiй, i ймовiрностi P (·), визначеної для усiх подiй iз F .
Розглянемо властивостi класичної ймовiрностi:

1) Для будь-якого A ∈ F має мiсце 0 ≤ P (A) ≤ 1 (адже 0 ≤ m ≤ n).
2) Ймовiрнiсть достовiрної подiї A = Ω дорiвнює одиницi (адже для A = Ω маємо m = n).
Ймовiрнiсть неможливої подiї ∅ дорiвнює нулевi (оскiльки для A = ∅ маємо m = 0).
3) Для несумiсних подiй A i B

P (A + B) = P (A) + P (B) . (1.23)

4) Для попарно протилежних подiй A та A

P (A) = 1 − P (A) . (1.24)

� A + A = Ω, P (A + A) = P (A) + P (A) = 1. �

5) Якщо подiя A приводить до подiї B, тобто A ⊂ B, то

P (B \ A) = P (B) − P (A) , (1.25)

i P (B) ≥ P (A).
� B = A + B

⋂
A, причому подiї A та B

⋃
A несумiснi. Тодi внаслiдок того, що P (B) =

P (A) + P (B
⋂

A), i в силу рiвняння (1.23) маємо (1.25). �
6) Для будь-яких двох подiй A i B має мiсце

P (A
⋃

B) = P (A) + P (B) − P (A
⋂

B) . (1.26)

� A
⋃

B = A + B \ A = A + B
⋂

A = A + (B
⋂

A)
⋃

(B
⋂

B) = A + B
⋂

(A
⋃

B) = A +
B
⋂

(A
⋂

B) = A + B \ (A
⋂

B). Внаслiдок того, що A
⋂

(B \ A) = A
⋂

(B
⋂

A)
= ∅, тобто подiї A та B \ A несумiснi, ми можемо використати (1.23) i (1.25): P (A

⋃
B) =

P (A + B \ A) = P (A) + P (B \ A) = P (A) + P (B \ (A
⋂

B)) = P (A) + P (B) − P (A
⋂

B). �
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7) Рiвнiсть (1.26) можна узагальнити на будь-яку кiлькiсть подiй. Ймовiрнiсть того, що вiд-
будеться хоча б одна iз подiй A1, . . . , An дорiвнює

Pn,1 = P (A1

⋃
A2

⋃ · · ·⋃An) =
∑
i

P (Ai)−
− ∑

i<j

P (Ai

⋂
Aj)+

∑
i<j<k

P (Ai

⋂
Aj

⋂
Ak)+

+ . . . + (−1)n−1P (A1

⋂
A2

⋂
. . .
⋂

An) .

(1.27)

Наведемо бiльш загальнi результати: ймовiрнiсть Qn,m того, що здiйсниться рiвно m подiй iз
A1, . . . , An дорiвнює

Qn,m = Sm − C1
m+1Sm+1 + C2

m+2Sm+2 − . . .+

+ (−1)n−mCn−m
n Sn .

(1.28)

Ймовiрнiсть Pn,m того, що здiйсниться не менш m подiй iз A1, . . . , An, дорiвнює

Pn,m = Sm − C1
mSm+1 + C2

m+1Sm+2 − . . .+

+ (−1)n−mCn−m
n−1 Sn .

(1.29)

Тут

Sj =
n∑

i1<i2<...<ij

P (Ai1

⋂
Ai2

⋂ · · ·⋂Aij ) ,

i1, . . . , ij = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, S0 = 1.

(1.30)

Приклад 9. (Бiномiальний розподiл.) Припустимо, що монета пiдкидається n разiв.
Яка ймовiрнiсть того, що k разiв з’явиться ”герб”?

� Результат спостережень можна записати у виглядi впорядкованого набору (a1, . . . , an), де
ai = 1 при появi ”герба” (”вдача”) та ai = 0 при появi ”решти” (”невдача”). Простiр усiх
елементарних результатiв має таку структуру

Ω = {ω : ω = (a1, . . . , an), ai = 0, 1} . (1.31)

Кожнiй елементарнiй подiї ω можна приписати ймовiрнiсть

p(ω) = p
∑

i aiqn−∑i ai , (1.32)

де невiд’ємнi числа p та q такi, що p + q = 1.
Розглянемо усi подiї ω = (a1, . . . , an), для яких

∑
i ai = k, тобто кiлькiсть випадання

”герба” в серiї n випробувань дорiвнює k, (k = 0, 1, . . . , n). Згiдно з прикладом 8. кiлькiсть
таких елементарних подiй дорiвнює Ck

n, i для подiї Ak, що є об’єднанням таких подiй,

Ak = {ω : ω = (a1, . . . , an), a1 + . . . + an = k}, k = 0, n ,

ймовiрнiсть буде дорiвнювати

P (Ak) = Ck
npkqn−k , (1.33)

причому
n∑

k=0

P (Ak) = 1. Сукупнiсть ймовiрностей {P (A0), . . . , P (An)} називається бiномiаль-
ним розподiлом.
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Приклад 10. (Гiпергеометричний розподiл.) Дана су-
купнiсть n об’єктiв, серед яких k вiдмiчених (наприклад, бiлетiв, що виграли). Обирається
навмання n1 ≤ n об’єктiв. Яка ймовiрнiсть того, що серед них виявиться k1 вiдмiчених?

� Обрати n1 об’єктiв iз n можна Cn1
n способами. Розмiрнiсть простору Ω дорiвнює Cn1

n . k1

вiдмiчених об’єктiв iз загальної їх кiлькостi k можна обрати Ck1
k способами. Оскiльки k1 ≤ n1,

то необхiдно добрати ще n1 − k1 невiдмiчених об’єктiв iз їх загальної кiлькостi n − k. Це
можна зробити Cn1−k1

n−k способами. Таким чином, кiлькiсть способiв, що сприяють появi k1

вiдмiчених об’єктiв серед n1 обраних, дорiвнює Ck1

k Cn1−k1

n−k . У результатi, шукана ймовiрнiсть
у вiдповiдностi до (1.16) дорiвнює

Pk,n(k1, n1) =
Ck1

k Cn1−k1
n−k

Cn1
n

, k1 = 0, . . . , min(k, n1) (1.34)

Сукупнiсть розподiлiв (1.34) називається гiпергеометричним розподiлом.
За допомогою (1.34) пiдрахуємо ймовiрностi виграшу в спортлото 5 iз 36:

P5,36(k1, 5) =
Ck1

5 C5−k1
36−5

C5
36

, P (1, 5) = 0.417, P (2, 5) = 0.119 ,

P (3, 5) = 0.0062 , P (4, 5) = 4.1 · 10−4 , P (5, 5) = 2.6 · 10−6 .

�



Роздiл 2

Аксiоматична побудова теорiї
ймовiрностей

2.1. Система аксiом

До цього ми вважали всi елементарнi подiї рiвноймовiрними. Проте завдання значень p(ωi)
насправдi лежить поза межами теорiї ймовiрностей. Задачею теорiї ймовiрностей є не при-
писування тих чи iнших значень p(ωi), а обчислення ймовiрностей складних подiй (подiй iз
F ), вiдштовхуючись вiд ймовiрностей елементарних подiй. Для багатьох задач рiвноймовiр-
нiсть ωi не можна постулювати, i тому визначення ймовiрностей у класичнiй схемi Лапласа
за допомогою (1.16) стає неприйнятним. У рамках класичної моделi не можна описувати
i iншi задачi, наприклад геометричну ймовiрнiсть. У зв’язку з цим з’явилась необхiднiсть
переформулювати основнi початковi положення теорiї.
Нехай Ω - простiр елементарних подiй, F - алгебра подiй (пiдмножин Ω). Наступнi п’ять

умов утворюють систему аксiом теорiї ймовiрностей.
1. Алгебра подiй F називається σ-алгеброю, якщо для будь-якої послiдовностi подiй Ai ∈
F, i = 1, 2, . . . їх об’єднання A = A1

⋃
A2

⋃
. . . =

⋃∞
1 Ai також належить F , тобто є подiєю.

Аксiома . F є σ-алгебра подiй.
Пiдкреслимо, що мова йде лише про злiченнi об’єднання i перетини.
2. На σ-алгебрi F визначається функцiя P (·), що приймає числовi значення P (A) ≥ 0, A ∈ F
i називається ймовiрнiстю.
Ймовiрнiсть має такi властивостi.

3. Для будь-яких подiй A iB таких, щоA
⋂

B = ∅, має мiсце аксiома додавання ймовiрностей

P (A + B) = P (A) + P (B) . (2.1)

Звiдси випливає, що для будь-якого скiнченного числа несумiсних подiй A1,..,An має мiсце
рiвнiсть

P (A1 + . . . + An) = P (A1) + . . . + P (An) . (2.2)

4. Нехай подiї Aj, j = 1, 2, . . . , попарно несумiснi: Ai

⋂
Aj = ∅, i �= j, i, j = 1, 2, . . . i A =

15
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A1 + A2 + . . . . Тодi має мiсце аксiома злiченної адитивностi ймовiрностi

P (A) = P (A1) + P (A2) + . . . =

∞∑
i=1

P (Ai) . (2.3)

Вiдмiтимо, що згiдно з аксiомою 1 подiя A ∈ F . Ця властивiсть також називається аксiомою
неперервностi ймовiрностi. Для цього розглянемо послiдовнiсть подiй B1 = A1, B2 = A1 +
A2, . . .. Подiю A необхiдно розумiти як границю послiдовностi {Bn}, A = lim

n→∞
Bn. При цьому

рiвнiсть (2.3) можна розумiти як властивiсть неперервностi ймовiрностi

P (A) = P ( lim
n→∞

Bn) = lim
n→∞

P (Bn) =

= lim
n→∞

n∑
j=1

P (Aj) =
∞∑

j=1

P (Aj) .
(2.4)

5. Ймовiрнiсть достовiрної подiї дорiвнює одиницi

P (Ω) = 1 . (2.5)

Простiр елементарних подiй Ω, σ-алгебра подiй F та ймовiрнiсть P (·) на F , що задовольня-
ють аксiомам теорiї ймовiрностей, утворюють т.зв. ймовiрнiсний простiр, який ми будемо
позначати (Ω, F, P ).
Система аксiом теорiї ймовiрностей несуперечлива, оскiльки iснують (Ω,F,P ), що задоволь-

няють цим аксiомам, i неповна, оскiльки ймовiрнiсть можна визначити багатьма способами
у межах цих аксiом 2-5. Як приклад можна вказати на класичну теоретико-ймовiрнiсну мо-
дель, де Ω - скiнчена множина, F - алгебра (i σ-алгебра) усiх пiдмножин Ω i ймовiрнiсть P (·)
визначена для кожної пiдмножини A ∈ F як вiдношення кiлькостi точок, що утворюють A,
до кiлькостi усiх точок Ω.

2.2. Дискретнi ймовiрнiснi простори

Ймовiрнiсний простiр (Ω, F, P ) називається дискретним, якщо множина Ω = {ω1, ω2, . . .}
скiнченна або злiченна, F є σ- алгеброю усiх пiдмножин Ω (включаючи пусту множину ∅),
ймовiрнiсть P (·) визначена для кожної одноточкової пiдмножини Ω:

P ({ωj}) = pj ≥ 0, j = 1, 2, . . .

∞∑
j=1

pj = 1 . (2.6)

При цьому ймовiрнiсть будь-якої подiї A ∈ F визначається рiвнiстю

P (A) =
∑

j:ωj∈A

pj . (2.7)
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2.3. Властивостi ймовiрностей
Розглянемо властивостi ймовiрностей, якi випливають iз аксiом. Таким же чином, як i при
доведеннi властивостей класичної ймовiрностi знайдемо, що:
1)

P (A) = 1 − P (A) , (2.8)

оскiльки A + A = Ω.
2) Якщо A ⊂ B, то

P (B \ A) = P (B) − P (A) , (2.9)

оскiльки B = A + B \ A. Отже, включення A ⊂ B тягне за собою нерiвнiсть P (A) ≤ P (B)
(монотоннiсть ймовiрностi).
3) Для будь-яких подiй A1, . . . , An мають мiсце рiвностi (1.27), (1.28), (1.29). Доведення цих
властивостей аналогiчнi класичним.
4) Нехай A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . . - послiдовнiсть подiй, кожна з яких тягне за собою всi
наступнi. Якщо A =

⋃∞
1 Aj - подiя, яка полягає в тому, що вiдбувається хоча б одна з подiй

Aj , (j = 1, 2, . . .), то

P (A) = lim
n→∞

P (An) . (2.10)

� Покладемо A0 = ∅. Тодi

A =

∞⋃
1

Aj = (A1 \ A0)+(A2 \ A1)+ . . .+(An \ An−1)+ . . . (2.11)

i

P (A) =
∞∑

j=1

P (Aj \ Aj−1) = lim
n→∞

n∑
j=1

P (Aj \ Aj−1) =

= lim
n→∞

n∑
j=1

(P (Aj) − P (Aj−1)) = lim
n→∞

P (An) .
(2.12)

�

5) Якщо A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . - послiдовнiсть подiй, кожна з яких тягне за собою усi
попереднi, i A =

⋂∞
1 Aj - подiя, яка полягає у тому, що вiдбуваються всi подiї Aj, j = 1, 2, . . .,

то

P (A) = lim
n→∞

P (An) . (2.13)

� Вiдповiдно до принципу двоїстостi маємо A1 ⊂ A2 ⊂ . . . i A =
⋃∞

1 Aj . Тодi вiдповiдно до
(2.10) P (A) = lim

n→∞
P (An) i отже

P (A)=1−P (A)= lim
n→∞

(1−P (An))= lim
n→∞

P (An) . (2.14)
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�

Властивостi 4) i 5) можна тлумачити, як властивостi неперервностi ймовiрностей вiдносно
монотонних граничних переходiв. Дiйсно, якщо A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . ., то An =

⋃n
1 Aj , i

множину A =
⋃∞

1 Aj природно назвати границею монотонної послiдовностi множин A1 ⊂
A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . . : A = lim

j→∞
Aj . Тодi, вiдповiдно до властивостi 4), має мiсце

P (A) = P ( lim
j→∞

Aj) = lim
j→∞

P (Aj) . (2.15)

Таким же чином, якщо A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . ., то An =
⋂n

1 Aj , i множина A =
⋂∞

1 Aj

називається границею монотонної послiдовностi множин A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . : A =
lim
j→∞

Aj . У даному випадку властивiсть 5) означає, що

P (A) = P ( lim
j→∞

Aj) = lim
j→∞

P (Aj) . (2.16)

2.4. Умовна ймовiрнiсть
Нехай заданий ймовiрнiсний простiр (Ω, F, P ). Розглянемо задачу визначення ймовiрностi
подiї A, якщо вiдомо, що вiдбулася подiя B, причому P (B) > 0. Тобто ми розглядаємо тiльки
тi елементарнi подiї, якi мiстяться в A

⋂
B. У зв’язку з цим подiю B можна ототожнити iз

множиною Ω. Як наслiдок, ми можемо зробити перехiд Ω → B i F → FB, де σ-алгебра подiй
FB складається iз подiй вигляду AB = A

⋂
B. Можна сказати, що на просторi елементарних

подiй B iндукується σ-алгебра подiй FB. Вона iндукується σ-алгеброю подiй F .
Перевiримо, що FB - σ-алгебра.
Нехай AB, CB, Cj

B ∈ FB (A, C, Cj ∈ F ). Тодi, використовуючи властивiсть дистрибутивно-
стi операцiй об’єднання

⋃
i перетину

⋂
, знайдемо

AB

⋃
CB = (A

⋂
B)
⋃

(C
⋂

B) = (A
⋃

C)
⋂

B = (A
⋃

C)B ,
∞⋃

j=1

Cj
B =

∞⋃
j=1

(Cj
⋂

B) = (
∞⋃

j=1

Cj)
⋂

B = (
∞⋃

j=1

Cj)B ,

AB

⋂
CB = (A

⋂
B)
⋂

(C
⋂

B) = (A
⋂

C)
⋂

B = (A
⋂

C)B .

Отже, AB

⋃
CB ,

⋃∞
j=1 Cj

B , AB

⋂
CB ∈ FB. Далi,

AB = B \ AB = B \ A = B
⋂

A = (A)B , (2.17)

тобто AB ∈ FB, якщо AB ∈ FB.
Введемо на σ-алгебрi FB ймовiрнiсть PB(·):

PB(AB) =
P (A
⋂

B)

P (B)
. (2.18)

Перевiримо, що PB(·) вiдповiдає аксiомам теорiї ймовiрностей.
Якщо AB

⋂
CB = ∅, то

PB(AB + CB) =
P ((A

⋂
B)
⋃

(C
⋂

B))

P (B)
=

P (AB) + P (CB)

P (B)
=

= PB(AB) + PB(CB) ,
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тобто виконується аксiома додавання ймовiрностей (2.1).
Аналогiчно можна перевiрити аксiому (2.3) (властивiсть неперервностi ймовiрностi).

Очевидно, що PB(B) =
P (B
⋂

B)

P (B)
= 1, тобто виконується аксiома 5).

У випадку класичної ймовiрностi формула (2.18) має наглядне пояснення. У цьому ви-
падку Ω = {ω1, . . . , ωn}, причому подiї {ω1, . . . , ωn} - рiвноймовiрнi. Нехай B={ωj1, . . . , ωjk

},
тобто P (B)=k/n. Нехай A

⋂
B={ωi1 , . . . , ωis} ∈ {ωj1, . . . , ωjk

}, тобто P (A
⋂

B) = s/n. Якщо
B розглядати як новий простiр елементарних подiй, то ймовiрнiсть подiї AB визначається
як вiдношення числа елементарних подiй s, що сприяють AB, до загальної кiлькостi елемен-
тарних подiй k, тобто

PB(AB) =
s

k
=

s/n

k/n
=

P (A
⋂

B)

P (B)
. (2.19)

Трiйка (B, FB, PB) є новим ймовiрнiсним простором, що побудований у зв’язку з постав-
леною задачею. Але ймовiрнiсть PB(·) можна розглядати i на σ-алгебрi F . На алгебрi F
величина PB(·) також є ймовiрнiстю i позначається P (·|B)

P (A|B) =
P (A
⋂

B)

P (B)
, A ∈ F . (2.20)

P (A|B) як функцiя на F називається умовною ймовiрнiстю подiї A при умовi, що подiя B
вiдбулася.
Властивостi P (·|B) аналогiчнi властивостям P (·):

1)

P (Ω|B) = 1 . (2.21)

2)

P (A|B) = 1 − P (A|B) . (2.22)

�

P (A|B) =
P (A
⋂

B)

P (B)
=

P (A
⋃

B)

P (B)
=

=
1−P (A

⋃
B)

P (B)
=

1−P (A)−P (B)+P (A
⋂

B)

P (B)
=

=
P (B)−P (A)+P (A

⋂
B)

P (B)
=1−P (A)−P (A

⋂
B)

P (B)
=

= 1−P (A
⋂

(B+B))−P (A
⋂

B)

P (B)
= 1−P (A

⋂
B)

P (B)
.

�

3)

P (A1 + A2|B) = P (A1|B) + P (A2|B). (2.23)
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�

P (A1 + A2|B)=
P ((A1+A2)

⋂
B)

P (B)
=

P ((A1

⋃
B)
⋃

(A2

⋃
B))

P (B)
=

=
P (A1

⋃
B)

P (B)
+

P (A2

⋃
B)

P (B)
.

�

4)

P (A1

⋃
A2|B)=

P (A1

⋂
B)+P (A2

⋂
B)−P ((A1

⋂
A2)
⋂

B)

P (B)
=

= P (A1|B) + P (A2|B) − P (A1

⋂
A2|B). (2.24)

� Має мiсце послiдовнiсть перетворень:
(A1

⋃
A2)
⋂

B = (A1

⋂
B)
⋃

(A2

⋂
B) =

=(A1

⋂
B)+(A2

⋂
B) \ (A1

⋂
B)=(A1

⋂
B)+(A2

⋂
B)
⋂

(A1

⋂
B)=

= (A1

⋂
B) +

(
(A2

⋂
B)
⋂

(A1

⋂
B)
)⋃

(A2

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B) =

= (A1

⋂
B) + (A2

⋂
B)
⋂(

(A1

⋂
B)
⋃

(A2

⋂
B)
)

=

= (A1

⋂
B) + (A2

⋂
B)
⋂

((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B)) =

= (A1

⋂
B) + (A2

⋂
B) \ ((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B)) .

Очевидно, що
(A1

⋂
B)
⋂

((A2

⋂
B) \ ((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B))) =

= (A1

⋂
B)
⋂(

(A2

⋂
B)
⋂

((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B))
)

= ∅ ,

тобто подiї (A1

⋂
B) та (A2

⋂
B) \ ((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B)) несумiснi. Тодi в силу (2.23) маємо

P ((A1

⋃
A2)
⋂

B) =

= P (A1

⋂
B) + P ((A2

⋂
B) \ ((A1

⋂
B)
⋂

(A2

⋂
B)))

i використаємо (2.9). �
5) Очевидно, що має мiсце злiченна адитивнiсть умовної ймовiрностi

P (A1 + A2 + . . . |B) =
∞∑

j=1

P (Aj|B) . (2.25)

� Дiйсно,
P (A1 + A2 + . . . |B) =

P ((A1 + A2 + . . .)
⋂

B)

P (B)
=

=
P ((A1

⋂
B) + (A2

⋂
B) + . . .)

P (B)
=

=
P (A1

⋂
B) + P (A2

⋂
B) + . . .

P (B)
.

�
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Приклад 11. . Ймовiрнiсть аварiї при запуску ракети дорiвнює 0.1, у тому числi ймовiр-
нiсть аварiї на стартi дорiвнює 0.09. Яка ймовiрнiсть аварiї у випадку вдалого старту?

� Нехай подiя A - ”аварiя при запуску”, P (A) = 0.1, подiя B - ”аварiя на стартi”, P (B) = 0.09.
Треба встановити P (A|B). Очевидно, що вiдповiдно до (2.22) маємо

P (A|B) = 1 − P (A|B) = 1 − P (A
⋂

B)

P (B)
= {B ⊂ A ⇒

⇒ B ⊃ A
}

= 1 − P (A)

P (B)
= 1 − 1 − P (A)

1 − P (B)
=

1

91
≈ 0.01092 .

�

З означення (2.20) випливає т.зв. теорема добутку ймовiрностей

P (A
⋂

B) = P (A|B)P (B), P (B) > 0. (2.26)

Аналогiчно маємо
P (A
⋂

B
⋂

C) = P (A|B⋂C)P (B
⋂

C) =

= P (A|B⋂C)P (B|C)P (C) , P (B
⋂

C), P (C) > 0 .
(2.27)

З математичного погляду результат є тривiальним, але його роль насправдi нематематична.
Ця теорема застосовується при визначеннi ймовiрностi у тих випадках, коли за змiстом задачi
легко встановлюються умовнi ймовiрностi.

Приклад 12. Є 30 екзаменацiйних бiлетiв, серед яких є 5 ”щасливих”. Кому вигiднiше
тягнути бiлет - першому чи другому?

� Нехай подiя A - ”перший витягує щасливий бiлет”, B - ”другий витягує щасливий бiлет”, A
- ”перший не витягує щасливий бiлет”, B - ”другий не витягує щасливий бiлет”. Зазначимо,
що A + A = Ω, тодi B = B

⋂
Ω = B

⋂
A + B

⋂
A. Отже

P (B) = P (B
⋂

A) + P (B
⋂

A) = P (B|A)P (A)+

+ P (B|A)P (A) =
4

29
· 5

30
+

5

29
· 25

30
=

1

6
= P (A) .

Додамо третього студента: подiя C - ”третiй витягує щасливий бiлет”. Очевидно, що

P (C|A
⋂

B) =
3

28
, P (C|A

⋂
B) =

4

28
,

P (C|A
⋂

B) =
4

28
, P (C|A

⋂
B) =

5

28
.

Тодi
P (C)=P (C

⋂
(A+A)

⋂
(B+B)=P

((
(C
⋂

A)+(C
⋂

A)
)⋂

(B+B)
)
=

=P (C
⋂

A
⋂

B)+P (C
⋂

A
⋂

B)+P (C
⋂

A
⋂

B)+P (C
⋂

A
⋂

B)=

=P (C|B⋂A)P (B|A)P (A)+P (C|B⋂A)P (B|A)P (A)+

+P (C|B⋂A)P (B|A)P (A)+P (C|B⋂A)P (B|A)P (A)=

=
3

28
· 4

29
·1
6
+

4

28
·25

29
·1
6
+

4

28
· 5

29
·5
6
+

5

28
·24

29
·5
6
=

1

6
= P (A) = P (B) .

�
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2.5. Незалежнiсть
Подiї A i B називаються незалежними, якщо

P (A
⋂

B) = P (A)P (B). (2.28)

Якщо P (B) > 0, то згiдно (2.26) та (2.28) маємо P (A|B) = P (A), як i повинно бути за
змiстом умовної ймовiрностi. Аналогiчно, якщо P (A) > 0, то P (B|A) = P (B). У той же час
визначення незалежностi подiй A i B на основi рiвностей
P (A|B) = P (A), P (B|A) = P (B) не еквiвалентно (2.28), оскiльки в (2.28) не припускається
iснування умовних ймовiрностей.
З означення незалежностi випливає:

1) Ω i будь-яка подiя A незалежнi.
2) Будь-яка подiя A i подiя B незалежнi, якщо P (B) = 0. Дiйсно, iз умови A

⋂
B ⊂ B

випливає, що 0 ≤ P (A
⋂

B) ≤ P (B) = 0 i P (A
⋂

B) = 0 = P (A) · P (B).
3) Якщо A i B незалежнi, то незалежнi i такi пари подiй: A i B, A i B, A i B. Дiйсно,
A + A = Ω, A

⋂
B + A

⋂
B = B, P (B) = P (A) · P (B) + P (A

⋂
B), P (A

⋂
B) = (1 − P (A)) ·

P (B) = P (A) · P (B).
Аналогiчно можна довести незалежнiсть i для iнших пар.
Розглянемо, яка конструкцiя подiй визначає незалежнiсть. Нехай є два дискретних про-

стори

Ω1 =
{
ω1

1, . . . , ω
1
i , . . .
}

, Ω2 =
{
ω2

1, . . . , ω
2
j , . . .
}

. (2.29)

У ймовiрнiсному просторi (Ω1, F1, P1) подiями є усi пiдмножини Ω1 i ймовiрнiсть визначена
для кожної елементарної подiї

P1({ω1
i }), i = 1, 2, . . . (2.30)

Аналогiчно побудований (Ω2, F2, P2). Визначимо (Ω, F, P ), в якому Ω складається з усiх мо-
жливих впорядкованих пар ωij = (ω1

i ω
2
j )

Ω =
{
ωij = (ω1

i , ω
2
j ), ω1

i ⊂ Ω1, ω2
j ⊂ Ω2

}
. (2.31)

Таке Ω називається добутком Ω1 i Ω1: Ω = Ω1 × Ω2. Вiдповiдну σ-алгебру позначимо F =
F1 × F2. Визначимо ймовiрнiсть на F за допомогою рiвностi:

P ({ωij}) = P ({ω1
i })P ({ω2

j}) . (2.32)

Ймовiрнiсний простiр (Ω, F, P ) називається добутком просторiв (Ω1, F1, P1) i (Ω2, F2, P2):

(Ω, F, P ) = (Ω1, F1, P1) × (Ω2, F2, P2) . (2.33)

При цьому для кожного A ∈ F маємо

P (A) =
∑

ωij∈A

P ({ωij}) . (2.34)
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Розглянемо подiю A ∈ F , яка складається iз тих ωij = (ω1
i ω

2
j ), в яких ω1

i ∈ A1 ∈ F1, а ω2
j

довiльна: ω2
j ∈ Ω2. Така подiя називається цилiндричною : A = A1 ×Ω2. Вiдповiдно до (2.32)

i (2.34) маємо

P (A)=
∑

ω1
i ∈ A1

ω2
j ∈ Ω2

P1({ω1
i })P2({ω2

j}) = P1(A1)P2(Ω2) = P1(A1) .
(2.35)

Аналогiчно для iншої цилiндричної подiї B = Ω1 ×A2 знайдемо P (B) = P2(A2). Подiя A
⋂

B
складається iз тих пар ωij = (ω1

i , ω
2
j ), де ω1

i ∈ A1 i ω2
j ∈ A2. Тому

P (A
⋂

B) =
∑

ω1
i ∈ A1

ω2
j ∈ A2

P1({ω1
i })P2({ω2

j}) = P1(A1)P2(A2) .
(2.36)

Враховуючи (2.35) отримаємо

P (A
⋂

B) = P (A)P (B) , (2.37)

тобто подiї A i B незалежнi.

Приклад 13. (Гральнi карти.)

� Нехай в колодi 52 карти. Розглянемо подiї: A1 - витягнута дама, A2 - витягнута карта
пiкової мастi. Тодi

P (A1) =
4

52
=

1

13
, P (A2) =

13

52
=

1

4
, P (A1) · P (A2) =

1

52
.

З iншого боку, ймовiрнiсть витягнути даму пiкової мастi дорiвнює P (A1

⋂
A2) =

1

52
. Тобто

подiї A1 i A2 є незалежними. �

Подiї A1, . . . , An називаються незалежними у сукупностi, якщо при будь-якому вибору
подiй Ai1 , . . . , Aik iз даної сукупностi виконується рiвнiсть

P (Ai1

⋂
. . .
⋂

Aik) = P (Ai1) . . . P (Aik) . (2.38)

З незалежностi подiй у сукупностi випливає їх попарна незалежнiсть. Обернене твердження
є невiрним, тобто iз попарної незалежностi подiй не випливає їх незалежнiсть у сукупностi.

Приклад 14. (Рiзнокольоровий тетраедр.)

� Нехай три гранi правильного тетраедра пофарбованi у червоний (r), синiй (b) та зелений
(g) кольори, а четверта грань пофарбована у три кольори вiдразу (rbg). Звiдси випливає, що
ймовiрнiсть впасти на грань, на якiй х червоний колiр, дорiвнює: P (r) = 1/2. Аналогiчно,
P (b) = P (g) = 1/2. Умовна ймовiрнiсть того, що на гранi є червоний колiр при умовi, що на
нiй вже є зелений, дорiвнює

P (r|g) =
P (r
⋂

g)

P (g)
=

1/4

1/2
=

1

2
.
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Таким чином, наприклад, P (r
⋂

g) = 1/4 = P (r) · P (g) i для iнших пар аналогiчно. Отже
подiї r, b, g - попарно незалежнi. Проте ймовiрнiсть впасти на грань iз трьома кольорами
P (r
⋂

b
⋂

g) = 1/4 �= 1/8 = P (r) ·P (b) · (g), тобто подiї r, b, g не є незалежними у сукупностi.
�

Нехай (Ω, F, P ) - ймовiрнiсний простiр, A1, . . . , An - повна група попарно несумiсних подiй

P (Ai

⋂
Aj) = ∅, i �= j, A1 + . . . + An = Ω . (2.39)

Якщо B ∈ F , то

B = B
⋂

A1 + . . . + B
⋂

An . (2.40)

Тому (див. (2.26))

P (B) =
n∑

j=1

P (B
⋂

Aj) =
n∑

j=1

P (B|Aj)P (Aj) . (2.41)

Рiвнiсть (2.41) називається формулою повної ймовiрностi.
Якщо повна група складається iз злiченної множини, то

B = B
⋂

A1 + . . . + B
⋂

An + . . . , (2.42)

i внаслiдок злiченної адитивностi ймовiрностi випливає, що

P (B) =

∞∑
j=1

P (B|Aj)P (Aj), P (Aj) > 0, j = 1, 2, . . . (2.43)

Формула (2.43) називається формулою повної ймовiрностi
для злiченної множини.
Якщо P (B) > 0, то

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)

P (B)
, k = 1, 2, . . . , (2.44)

або

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)∑
j P (B|Aj)P (Aj)

. (2.45)

Формули (2.44) та (2.45) називаються формулами Байєса.
Цi формули необхiдно розумiти таким чином. У статистичних застосуваннях подiї A1, . . .,

An, (A1 + . . . + An = Ω) часто називають гiпотезами, а P (Ai) - апрiорною ймовiрнiстю
гiпотези. (A priori - до дослiду, A posteriori - пiсля дослiду). Умовна ймовiрнiсть P (Aj|B)
розглядається як апостерiорна ймовiрнiсть гiпотези Aj пiсля настання подiї B. Тобто вiд-
буваються замiни

Ω→B , Ak→Ak

⋂
B , P (Ak) → P (Ak

⋂
B)

P (B)
=P (Ak|B) .(2.46)
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Приклад 15. (Задача про розорення гравця.) Нехай у
результатi кожного туру гри капiтал гравця змiнюється на одну копiйку ±1. Гра закiн-
чується при виконаннi однiєї iз наступних умов: або гравець набирає капiтал a копiйок,
або розорюється, тобто набирає 0 копiйок. Знайти ймовiрнiсть розорення гравця.
� Нехай x(< 0) - початковий капiтал гравця. Нехай P (x) - ймовiрнiсть розорення. Парна i
непарна кiлькостi випадають у кожному турi гри з ймовiрнiстю 1/2. Нехай подiя A - роз-
орення гравця, подiя A1 - виграш у даному турi, подiя A2 - програш у даному турi. Тодi
A = A

⋂
A1 + A

⋂
A2 i вiдповiдно до (2.41) маємо

P (x)=P (x|A1)P (A1)+P (x|A2)P (A2)=P (x + 1) · 1

2
+ P (x − 1) · 1

2
.

Розв’язок цього рiзницевого рiвняння шукаємо у виглядi ряду P (x) =
∞∑

k=0

akx
k. Тодi

∞∑
k=0

akx
k =

1

2

∞∑
k=0

ak

[
(x + 1)k + (x − 1)k

]
.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степеней x, отримаємо
k = 0 a0 = a0 + a2 + a4 + . . .
k = 1 a1 = a1 + 3a3 + 5a5 + . . .

Звiдси a2 = a3 = . . . = 0. Тобто P (x) = a0 + a1x. Додатковi умови P (0) = 1, P (a) = 0 дають
однозначний розв’язок

P (x) = 1 − x

a
.

�

Приклад 16. В урнi знаходяться двi монети: A1 - симетрична монета з ймовiрнiстю
”герба”, що дорiвнює 1/2, i A2 - несиметрична монета з ймовiрнiстю ”герба”, що дорiвнює
1/3. Навмання виймається i пiдкидається одна iз монет. Припустимо, що випав ”герб”.
Питання: яка ймовiрнiсть того, що обрана монета симетрична?
� Побудуємо ймовiрнiсну модель. Елементарними подiями оберемо множину Ω = {(A1Γ) ,
(A1P ) , (A2Γ), (A2P )}, що описує усi можливi результати вибору i пiдкидання. Ймовiрностi
P (ω) усiх елементарних подiй повиннi бути обранi таким чином, щоб задовольняти умовам
задачi:

P (A1) = P (A2) =
1

2
, P (Γ|A1) =

1

2
, P (Γ|A2) =

1

3
.

Тодi ймовiрностi елементарних подiй визначаються однозначно:

P (A1Γ) =
1

4
, P (A1P ) =

1

4
, P (A2Γ) =

1

6
, P (A1P ) =

1

3
.

Згiдно з формулою Байєса (2.45), шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (A1|Γ)=
P (Γ|A1)P (A1)

P (Γ|A1)P (A1) + P (Γ|A2)P (A2)
=

1

2
· 1

2
1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

3

=
3

5
.

Аналогiчно P (A2|Γ) =
2

5
. �



Роздiл 3

Послiдовнiсть незалежних випробувань

3.1. Схема Бернуллi
Розглянемо дискретний ймовiрнiсний простiр(Ω,F,P ), де ймовiрнiсть P визначена для кожної
елементарної подiї ωi ∈ Ω за допомогою рiвностi P ({ωi}) = pi, i = 1, 2, . . . ,

∑
i pi = 1. Будемо

вважати, що ймовiрнiсному простору (Ω, F,
P ) можна спiвставити дослiд S, а ω1, ω2, . . . - можливi елементарнi результати цього дослiду.
Тодi дослiду S, що був повторений двiчi, можна спiвставити ймовiрнiсний простiр (Ω2, F2,-
P2) = (Ω, F, P ) × (Ω, F, P ). Зараз елементарними подiями будуть упорядкованi пари подiй
(ωiωj) ∈ Ω × Ω = Ω2 i F2 = F × F буде σ - алгеброю пiдмножин Ω2. Ймовiрнiсть P2 на F2

можна визначити багатьма способами, але якщо результати першого дослiду нiяким чином
не впливають на результати другого, то вiдповiдно до (2.32) необхiдно покласти

P2({ωiωj}) = pipj , i, j = 1, 2, . . . (3.1)

Очевидно, що n разiв незалежно повтореному дослiду S вiдповiдає ймовiрнiсний простiр
(Ωn, Fn, Pn) = [×(Ω, F, P )]n, де Ωn = [×Ω]n, Fn = [×F ]n, а ймовiрнiсть Pn задана рiвностями

Pn({ωiωj . . . ωk}) = pipj · · · pk, i, j, . . . , k, = 1, 2, . . . (3.2)

Нехай (Ω, F, P ) - дискретний ймовiрнiсний простiр. Послiдовнiстю n незалежних випробу-
вань називається ймовiрнiсний простiр (Ωn, Fn, Pn), в якому елементарними подiями х по-
слiдовностi (ωi1 . . . ωin) i ймовiрнiсть визначена для кожної елементарної подiї за допомогою
рiвностi (3.2). Послiдовнiсть незалежних випробувань називається схемою Бернуллi, якщо
Ω = (ω1, ω2), тобто дослiд S має лише два елементарних результати. Успiх: P ({ω1}) = p,
невдача: P ({ω2}) = q = 1 − p.
У схемi Бернуллi простiр Ωn складається iз 2n елементiв, причому

Pn({ωi1 . . . ωin}) = pkqn−k , (3.3)

де k - кiлькiсть успiхiв у послiдовностi ωi1 . . . ωin елементарних результатiв.
Знайдемо ймовiрнiсть того, що в схемi Бернуллi в серiї n випробувань успiх матиме мi-

сце рiвно k ≤ n разiв. Оскiльки не має значення, коли саме в цих випробуваннях будуть
спостерiгатися цi k успiхiв, то подiя, яка складається з того, що успiх вiдбувся k разiв, буде

26
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об’єднанням рiзних подiй типу (ωi1, . . . , ωin), де ω1 зустрiчається k разiв. Таких подiй буде
Ck

n i, оскiльки всi вони несумiснi, то

Pn(Ak) = pn(k) = Ck
npkqn−k . (3.4)

Сукупнiсть (3.4) називається бiномiальним розподiлом. Назва є наслiдком того, що (3.4) є
загальним членом розкладу бiнома

1 = (p + q)n =

n∑
k=0

= Ck
npkqn−k . (3.5)

Ця рiвнiсть показує, що елементарнi подiї, якi мiстять k = 0, 1, . . . , n успiхiв, утворюють
повну групу попарно несумiсних подiй.
Нехай Ω = {ω1, . . . , ωr} i p({ωi}) = pi, i = 1, . . . , r. Нехай вiдбудеться n випробувань. У

результатi отримаємо елементарну подiю {ωi1 · · ·ωin} iз ймовiрнiстю ps1
1 · · · psr

r , де s1, . . . , sr

кiлькiсть елементарних подiй ω1, . . . , ωr, вiдповiдно, в послiдовностi {ωi1 · · ·ωin} i s1+. . .+sr =
n. Тодi при n випробувань ймовiрнiсть того, що ω1 спостерiгається s1 разiв, ω2 спостерiгається
s2 разiв i т.д., дорiвнює

Pn(s1, . . . , sr) =
n!

s1! . . . sr!
ps1

1 · · · psr
r , s1 + . . . + sr = n . (3.6)

Це полiномiальний (мультiномiальний) розподiл. Вираз (3.6) є загальним членом розкладу

1 = (p1 + . . . + pr)
n =
∑

s1...sr

n!

s1! . . . sr!
ps1

1 · · ·psr
r . (3.7)

Множник
n!

s1! . . . sr!
дорiвнює кiлькостi можливих елементарних подiй у n випробуваннях, у

яких ωi спостерiгається si разiв. Дiйсно, елементарну подiю ω1 (s1 разiв) можна розкласти по
n мiсцях Cs1

n рiзними способами; елементарну подiю ω2 (s2 разiв) можна розкласти по n− s1

мiсцях, що залишились, Cs2
n−s1

рiзними способами i т.д. У результатi отримаємо

n!

s1!(n−s1)!
· (n−s1)!

s2!(n−s1−s2)!
· · · (n−s1− . . .−sr−1)!

sr!(n−s1− . . .−sr)!
=

n!

s1! . . . sr!
.

Приклад 17. (Гра в бридж.) Яка ймовiрнiсть того, що кожен гравець отримає по
одному тузу?

� В цiй грi 52 карти розподiляються на 4 рiвнi групи i кiлькiсть рiзних розкладiв дорiв-
нює 52!/(13!)4 ≈ 5, 36 · 1028. Чотири тузи можна упорядкувати 4! = 24 рiзними способами
(при умовi що кожен гравець отримає по одному тузу). 48 карт, що залишились, можна роз-
подiлити 48!/(12!)4 рiзними способами. Тодi ймовiрнiсть того, що кожний гравець отримає

по тузу, дорiвнює
24 · 48!

(12!)4

52!
(13!)4

≈ 0, 105 . �
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3.2. Розподiл Пуассона
Формули бiномiального розподiлу (3.4) при великих n приводять до громiздких обчислень.
Тому будемо шукати наближенi, але простi формули для обчислення вiдповiдних ймовiр-
ностей. У багатьох застосуваннях можна зустрiти ситуацiю, коли n є вiдносно великим, p -
вiдносно малим, а добуток

pn = λ (3.8)

i не малий, i не великий. Знайдемо у цьому випадку наближений вираз для ймовiрностi (3.4).
Теорема 1. (Пуассона.) Нехай дана послiдовнiсть {sn} серiй незалежних випробувань,
що складаються вiдповiдно iз 1, 2, . . . , n, . . . випробувань, i нехай ймовiрнiсть подiї A при
кожному випробуваннi n-ої серiї дорiвнює λ/n, де λ не залежить вiд n. Тодi ймовiрнiсть
Pn(m) того, що кiлькiсть настання подiї A в n-iй серiї буде дорiвнювати m, при n → ∞ i

фiксованому m прямує до
λm

m!
e−λ.

� Вiдповiдно до (3.4) має мiсце спiввiдношення

lim
n→∞

Pn(m) = lim
n→∞

n!

m!(n − m)!
pm(1 − p)n−m =

= lim
n→∞

n!

m!(n − m)!

(
λ

n

)m(
1 − λ

n

)n−m

=

= lim
n→∞

(
1 − λ

n

)n
{

n(n − 1) · · · (n − m + 1)

nm

(
1 − λ

n

)−m
}

=

=
λm

m!
e−λ .

�

Розподiл

P (m) =
λm

m!
e−λ, m = 0, 1, . . . , λ > 0 (3.9)

називається класичним пуассонiвським наближенням для бiномiального розподiлу (3.4) або
розподiлом Пуассона.
На практицi формула (3.9) слугує добрим наближенням для (3.4), якщо n ≥ 100, 0 ≤

np ≤ 10, m = 0, 1, . . . , n.

Приклад 18. (Радiоактивний розпад.) Ймовiрнiсть за-
реєструвати частинку дорiвнює 10−4. Яка найменша кiлькiсть частинок повинна вилетi-
ти iз джерела для того, щоб iз ймовiрнiстю не менше 0, 99 зареєструвати бiльше трьох
частинок?

� Нехай n - шукана кiлькiсть частинок. Подiя A - лiчильник зареєстрував бiльш трьох
частинок. Тодi P (A) = 1 − P (A) та

P (A)=Pn(0)+Pn(1)+Pn(2)+Pn(3)≈P (0)+P (1)+P (2)+P (3)=

= e−λ

(
1 +

λ

1!
+

λ2

2!
+

λ3

3!

)
≤ 0.01 .

Звiдси λ ≈ 10, 7 та m = λ/p ≈ 10, 7 · 104 частинок. �
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3.3. Локальна теорема Муавра-Лапласа
Для випадку p 
 1 має мiсце розподiл Пуассона (3.9). Якщо ж p не прямує до нуля, то

справедлива iнша гранична формула при 0 < p < 1.
Теорема 2. (Локальна теорема Муавра-Лапласа.) Як-
що ймовiрнiсть подiї A в n незалежних випробуваннях дорiвнює p, 0 < p < 1, то ймо-
вiрнiсть Pn(m) того, що у цих випробуваннях подiя вiдбудеться m разiв, задовольняє при
n → ∞ спiввiдношенню

lim
n→∞

Pn(m)

1√
2πσn

exp

[
−x2

m

2

] = 1 , (3.10)

де σn =
√

npq, xm =
m−np

σn
, q = 1−p, xm ∈ [a, b], a < b - будь-якi обмеженi числа. Прямуван-

ня до одиницi є рiвномiрним вiдносно усiх m, для яких xm ∈ [a, b].

� Вiдповiдно до (3.4) має мiсце
√

npq Pn(m) =
√

npq
n!

m!(n − m)!
pmqn−m . (3.11)

Використаємо формулу Стiрлiнга

k! =
√

2πk kke−keθk , |θk| ≤ 1

12k
. (3.12)

Тодi

√
npqPn(m)=

√
npq · 1

2π
· nneθn−θm−θn−m

mm(n−m)n−m
·
√

n

m(n−m)
·

·pmqn−m=
1√
2π

{(np

m

)m
(

nq

n−m

)n−m
}
·
{√

n2pq

m(n−m)

}
·

·{eθn−θm−θn−m
}

=
1√
2π

An(xm)Bn(xm)Cn(xm) .

(3.13)

Нехай [a, b] - довiльний обмежений iнтервал; будемо розглядати такi m, для яких xm ∈ [a, b].
Оскiльки xm = m−np

σn
, то

m = np + xm
√

npq ,

n − m = n(1 − p) − xm
√

npq = nq − xm
√

npq .
(3.14)

Розглянемо граничне значення множника Cn(xm) = exp(θn − θm − θn−m) = exp(θ):

|θ| ≤ |θn| + |θm| + |θn−m| ≤
≤ 1

12

(
1

n
+

1

np+xm
√

npq
+

1

nq−xm
√

npq

)
=

=
1

12n

⎛⎜⎜⎝1 +
1

p + xm

√
pq

n

+
1

q − xm

√
pq

n

⎞⎟⎟⎠.

(3.15)
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Звiдси випливає, що за ознакою Вейєрштрасса, θ → 0 при n → ∞ рiвномiрно по xm ∈ [a, b].
Iз явного вигляду

Bn(xm)=

√
n2pq

m(n−m)
=

√√√√ 1

(1+xm

√
q

np
)(1−xm

√
p
nq

)
n→∞

⇒ 1 (3.16)

видно, що це граничне значення досягається рiвномiрно по xm ∈ [a, b].
Розглянемо граничне значення An(xm). Для цього використаємо формулу

ln(1 + z) = z − z2

2
+ O(z3) , |z| < 1 . (3.17)

Тодi

ln An(xm) = −m ln

(
m

np

)
− (n − m) ln

(
n − m

nq

)
=

= −(np + xm
√

npq) ln

(
1 + xm

√
q

np

)
−

−(nq − xm
√

npq) ln

(
1 − xm

√
p

nq

)
=

= −(np + xm
√

npq)

(
xm

√
q

np
− x2

m

q

2np
+ O(n−3/2)

)
−

−(nq − xm
√

npq)

(
−xm

√
p

nq
− x2

m

p

2nq
+ O(n−3/2)

)
=

= −
[
xm

√
npq + x2

mq − x2
m

q

2
− x3

mO(n−1/2) + O(n−1/2)−
−xm

√
npq + x2

mp − x2
m

p

2
+ x3

mO(n−1/2) + O(n−1/2)
]

=

= −1

2
x2

m + O(n−1/2) .

(3.18)

Причому при n → ∞ оцiнку O(n−1/2) можна вважати незалежною вiд m. З (3.13), (3.15),
(3.16), (3.18) випливає (3.10).�
Ця теорема дає оцiнку при великих n

Pn(m) ≈ 1√
2πσn

exp

(
−(m − np)2

2σ2
n

)
. (3.19)

3.4. Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа

На практицi нас рiдко цiкавить ймовiрнiсть того, що дана подiя вiдбудеться рiвноm разiв.
Важливим буває оцiнити ймовiрнiсть того, що ця кiлькiсть лежить у деяких межах. Таку
оцiнку можна отримати за допомогою наступної граничної теореми.
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Теорема 3. (Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа.) Нехай m - кiлькiсть появ подiї
A в серiї iз n незалежних випробувань, p - ймовiрнiсть появи подiї A в окремому випробу-
ваннi, 0 < p < 1; a i b будь-якi фiксованi числа, a < b. Тодi

lim
n→∞

P

{
a ≤ m − np√

npq
≤ b

}
=

1√
2π

b∫
a

e−
x2

2 dx , (3.20)

причому наближення до граничного значення є рiвномiрним вiдносно a i b.

� Цю теорему можна довести за допомогою попередньої теореми, але ми будемо вважати
її наслiдком центральної граничної теореми (див. нижче).�
Приклад 19. Гральна кiстка пiдкидається 12000 разiв. Яка ймовiрнiсть того, що кiль-
кiсть випадань одиницi лежить мiж 1900 i 2150 ?

� Тут n = 12000, p = 1/6, q = 5/6,
√

npq = 100/
√

6, m1 = 1900, m2 = 2150. Тодi

P{m1 ≤ m ≤ m2} = P
{

m1−np√
npq

≤ m−np√
npq

≤ m2−np√
npq

}
≈

≈ 1√
2π

3
2

√
6∫

−√
6

e−
x2

2 dx = 1√
2π

√
6∫

0

e−
x2

2 dx + 1√
2π

3
2

√
6∫

0

e−
x2

2 dx =

= Φ(
√

6) + Φ(3
2

√
6) ≈ 0, 99 .

�

Функцiя

Φ(z) =
1√
2π

z∫
0

e−
x2

2 dx (3.21)

називається iнтегралом похибок.

Приклад 20. Телефонна станцiя A обслуговує 2000 абонентiв i повинна з’єднувати їх iз
iншою станцiєю B. Яка найменша кiлькiсть x лiнiй повинна зв’язувати A i B, щоб у 99%
випадкiв викликiв знайшлася вiльна лiнiя? Нехай на протязi години пiк кожний абонент
розмовляє з B у середньому 2 хвилини.

� Це є схема Бернуллi iз n = 2000, p = 1/30 (ймовiрнiсть виклику). Число x визначається iз
умови: ймовiрнiсть того, що кiлькiсть викликiв ≥ x, повинна бути менше за 0, 01. Тобто

P{m ≥ x} ≤ 0, 01 ⇒ P{m≥x}=P

{
m − np√

npq
≥ x − np√

npq

}
≈

≈ 1

2π

∞∫
x−np√

npq

e−
x2

2 dx =
1

2
− Φ(

x − np√
npq

) ≤ 0, 01 .

Звiдси за таблицями знайдемо
x − np√

npq
≥ 2.327 ⇒ x ≥ 85.4 .

Тобто x = 86. �



Роздiл 4

Випадковi величини i функцiї розподiлу

4.1. Випадкова величина

Для випадкової величини є характерним, що ми не можемо заздалегiдь вказати значення,
яке вона прийме, хоча, з iншого боку, множина її можливих значень вважається вiдомою. Ця
множина може бути обмеженою або необмеженою. Проте для повного визначення випадкової
величини необхiдно вказати ще їх ймовiрностi, точнiше ймовiрностi на множинi значень.
Наприклад, для дискретних випадкових величин ξ, що приймають випадково те чи iнше

значення x (на дiйснiй прямiй R1) iз злiченної множини X усiх можливих значень для ξ,
можна визначити вiдповiднi ймовiрностi

Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X . (4.1)

Як приклад розглянемо схему незалежних випробувань i проаналiзуємо випадкову вели-
чину - кiлькiсть успiхiв. У цьому дослiдi простiр елементарних подiй Ω складається iз 2n

елементарних подiй ω - послiдовностей типу ω = {ω1ω2ω1 . . . ω1}. У схемi випробувань Бер-
нуллi нас цiкавили подiї Ak, k = 0, 1, . . . , n, де Ak - тi послiдовностi, якi мiстять у собi k успiхiв
ω1. Таким чином, Ak мiстить Ck

n таких елементарних подiй ω, i оскiльки ймовiрнiсть кожного
з них дорiвнює P ({ω}) = pkqn−k, то Pn(Ak) = Ck

npkqn−k. Розглянемо функцiю ξ = ξ(ω), що
визначена на Ω за допомогою рiвностей

ξ(ω) = k, ω ∈ Ak, k = 0, 1, . . . , n . (4.2)

Визначена таким чином функцiя ξ(ω) описує кiлькiсть успiхiв у серiї iз n незалежних випро-
бувань Бернуллi. Позначимо {ω : ξ(ω) = k} множину тих ω, для яких ξ(ω) = k. Тобто, за
визначенням

Ak = {ω : ξ(ω) = k}, Pn({ω : ξ(ω) = k}) = Ck
npkqn−k . (4.3)

Звичайно використовується iнший запис

Pn(k) = Ck
npkqn−k = Pn{ξ(ω) = k}, k = 0, 1, . . . , n . (4.4)

32
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Такий запис називається розподiлом випадкової величини ξ. Таким чином, випадкова ве-
личина - кiлькiсть успiхiв у серiї iз n незалежних випробувань Бернуллi має бiномiальний
розподiл.
У даному прикладi випадкова величина ξ приводить до множини Ω, яка складається з

усiх значень величини ξ, тобто Ω = {0, 1, . . . , n}. Алгебра усiх пiдмножин множини значень
ξ складається з усiх пiдмножин множини Ω. Таким чином, iз випадковою величиною ξ по-
в’язаний новий ймовiрнiсний простiр (Ω, F , P ), в якому простором елементарних подiй Ω є
множина значень випадкової величини ξ, F - алгебра усiх пiдмножин Ω; ймовiрнiсть P зв’я-
зана iз ймовiрнiстю P на початковому ймовiрнiсному просторi за допомогою формули (4.4):
P ({k}) = Pn(k).
Випадкова величина ξ = ξ(ω) задає вiдображення простору (Ω, F, P ) на простiр (Ω, F , P ).

При цьому кожнiй точцi k ∈ Ω вiдповiдає її прообраз в Ω - множинi {ω : {ξ(ω) = k} ⊂ Ω}.
Задання ξ(ω) еквiвалентно розбиттю Ω:

Ω = {ω : ξ(ω) = 0} + {ω : ξ(ω) = 1} + . . . + {ω : ξ(ω) = n} .

Твердження ” ξ попадає в A ⊂ F ” i ” ω попадає в A ⊂ F ” є еквiвалентними. Є характерним
те, що в теоретико-ймовiрнiсних задачах явна залежнiсть ξ = ξ(ω) вiд ω, як правило, не
вiдiграє ролi.
Розглянемо ще один приклад випадкової величини. Розглянемо простiр елементарних

подiй Ω, який складається iз нескiнчених послiдовностей ω = (ω1, ω2, . . .) випробувань. Не-
хай ω мiстить k успiхiв ω1, а подiя Ak складається iз усiх таких ω (якi k разiв мiстять ω1 -
процес Пуассона). Покладемо за означенням

P (Ak) =
λke−λ

k!
, k = 0, 1, . . . (4.5)

i визначимо випадкову величину ξ рiвнiстю ξ(ω) = k, ω ∈ Ak. Ця випадкова величина має

розподiл Пуассона, оскiльки P (ξ = k) =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, . . ..

Це були приклади дискретних випадкових величин. У загальному випадку випадкова
величина визначається таким чином.
Означення. Нехай (Ω, F, P ) - ймовiрнiсний простiр. Випадковою величиною ξ називається

однозначна дiйсна функцiя ξ = ξ(ω), що визначена на Ω, для якої множина елементарних
подiй вигляду {ω : ξ(ω) < x} є подiєю (тобто належить F ) для кожного дiйсного числа x ∈ R1.
Таким чином, в означеннi необхiдно, щоб для кожного x ∈ R1 множина {ω : ξ = ξ(ω)} ∈ F , i
ця умова гарантує, що для кожного x визначена ймовiрнiсть подiї {ξ < x} : F (x) = P{ξ < x}.
(Запис {ξ < x} означає те ж саме, що i {ω : ξ(ω) < x}).

4.2. Функцiї розподiлу
Функцiя F (x) = P{ξ < x} ,−∞ < x < ∞ , називається функцiєю розподiлу випадкової
величини ξ.
Зазначимо, що функцiя F (x) визначає ймовiрнiсть на множинi значень ξ, але конструкцiя

функцiї розподiлу iстотно простiша, нiж конструкцiя ймовiрностi.
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Приклад 21. Нехай ξ - кiлькiсть успiхiв в серiї з n незалежних випробувань Бернуллi.
Тодi вiдповiдна функцiя розподiлу визначається рiвнiстю

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 x ≤ 0 ,∑
k<x

Ck
npkqn−k 0 < x ≤ n ,

1 x > n .

(4.6)

Приклад 22. Якщо ξ розподiлена за законом Пуассона, то її функцiя розподiлу має вигляд

F (x) =

⎧⎨⎩
0 x ≤ 0 ,∑
k<x

λke−λ

k!
x > 0 .

(4.7)

Означення. Випадкова величина ξ має нормальний, або гауссовий, розподiл N(µ, σ2), якщо
її функцiя розподiлу має вигляд

F (x) =
1√
2πσ

x∫
−∞

exp

[
−(z − µ)2

2σ2

]
dz . (4.8)

Розглянемо деякi властивостi функцiї розподiлу.
1. Для x2 > x1 маємо

{ξ < x2} = {ξ < x1} + {x1 ≤ ξ < x2} . (4.9)

Оскiльки подiї в правiй частинi (4.9) несумiснi, то

P{ξ < x2} = P{ξ < x1} + P{x1 ≤ ξ < x2} , (4.10)

або

P{x1 ≤ ξ < x2} = F (x2) − F (x1) . (4.11)

2. Оскiльки лiва частина (4.11) - невiд’ємна, то звiдси випливає, що F (x) – неспадна функцiя
для всiх x ∈ R1. З означення F (x) випливає, що

0 ≤ F (x) ≤ 1 для усiх x ∈ R1 . (4.12)

3. F (x) неперервна злiва у кожнiй точцi x ∈ R1, тобто

F (x) = F (x − 0) ≡ lim
xk ↑ x

F (xk) . (4.13)

Дiйсно, нехай є деяка довiльна послiдовнiсть x1 < x2 < . . . < xn < . . . та limk→∞ xk = x.
Подiю ξ < x можна представити у виглядi

{ξ<x} = {ξ<x1}
⋃

{ξ<x2}
⋃

. . . = {ξ<x1} + {x1≤ξ<x2} + . . .
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Внаслiдок σ-адитивностi ймовiрностi i рiвностi (4.11) маємо

F (x) = F (x1)+[F (x2)−F (x1)]+. . .+[F (xk+1)−F (xk)]+. . .=

= lim
k→∞

F (xk) ,

i (4.13) доведено.
4. Праве граничне значення F (x) в точцi x дорiвнює P{ξ ≤ x}, тобто

F (x + 0) = lim
xk ↓ x

F (xk) = P{ξ ≤ x} . (4.14)

Дiйсно, нехай є деяка довiльна послiдовнiсть x1 > x2 > . . . > xn > . . . та limk→∞ xk = x. Тодi
на пiдставi (4.11) маємо

lim
k→∞

F (xk)=F (x1)−[F (x1)−F (x2)]−. . .−[F (xk)−F (xk+1)]−. . .=

= P{ξ<x1}−[P{x2≤ξ<x1}+. . .+P{xk+1≤ξ<xk}+. . .]=

= P{ξ < x1} − P{x < ξ < x1} = P{ξ ≤ x} ,

i (4.14) доведено.
5. Справедливi такi спiввiдношення (x1 ≤ x2 - довiльнi):

P{x1 ≤ ξ ≤ x2} = F (x2 + 0) − F (x1) , (4.15)

оскiльки {ξ < x1} + {x1 ≤ ξ ≤ x2} = {ξ ≤ x2}. Зокрема, якщо x1 = x2 = x, то

P{ξ = x} = F (x + 0) − F (x) . (4.16)

А також мають мiсце спiввiдношення

P{x1 < ξ ≤ x2} = F (x2 + 0) − F (x1 + 0) , (4.17)

оскiльки {ξ ≤ x1} + {x1 < ξ ≤ x2} = {ξ ≤ x2}, i
P{x1 < ξ < x2} = F (x2) − F (x1 + 0) , (4.18)

оскiльки {ξ ≤ x1} + {x1 < ξ < x2} = {ξ < x2}.
6. Внаслiдок неспадання F (x) покладемо

F (−∞) = lim
n→∞

F (−n), F (∞) = lim
n→∞

F (n) . (4.19)

Тодi

F (−∞) = 0 , F (∞) = 1 . (4.20)

Дiйсно
F (+∞) = lim

n→∞
F (n) = F (0) + [F (1) − F (0)] + . . .+

+[F (n + 1) − F (n)] + . . . = P{ξ < 0} + P{0 ≤ ξ < 1} + . . .+

+P{n ≤ ξ < n + 1} + . . . = P{ξ < ∞} = 1 .
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Аналогiчно
F (−∞) = lim

n→∞
F (−n) =

= F (0)−[F (0)−F (−1)] − . . . − [F (−n)−F (−n − 1)] − . . . =

= P{ξ<0}−[P{−1≤ξ<0}+. . .+P{−n−1≤ξ<−n}+ . . .] = 0 .

Можна показати, що F (x) неперервна всюди на R1 за винятком не бiльш нiж злiченної мно-
жини точок.

4.3. Дискретнi випадковi величини

Означення. Випадкова величина ξ називається дискретною, якщо множина її значень скiн-
ченна або злiченна.
Для повної ймовiрнiсної характеристики дискретної випадкової величини, що приймає

значення x1, x2, . . ., достатньо задати ймовiрностi pk = P{ξ = xk}. Якщо значення xk та
pk, (k = 1, 2, . . .) вiдомi, можна записати функцiю розподiлу F (x) випадкової величини (дис-
кретної) ξ у виглядi

F (x) =
∑

k : xk < x

pk . (4.21)

Очевидно, що F (x) не залежить вiд способу нумерацiї значень випадкової величини ξ. Таким
чином, функцiя розподiлу випадкової величини зростає стрибками в точках x = xk i величина
стрибка дорiвнює

F (xk + 0) − F (xk) = pk . (4.22)

4.4. Неперервнi випадковi величини

Означення. Випадкова величина ξ називається неперервною, якщо її функцiю розподiлу мо-
жна представити у виглядi

F (x) =

x∫
−∞

p(y)dy . (4.23)

Функцiя p(x),−∞ < x < ∞ називається густиною розподiлу ймовiрностей (або густиною
ймовiрностей) випадкової величини ξ i припускається невiд’ємною та кусочно-неперервною.
(В лiтературi також використовується назва щiльнiсть ймовiрностi, але ми надалi будемо
використовувати назву густина).
Густина p(x) повнiстю визначає функцiю розподiлу i в точках неперервностi має мiсце

спiввiдношення

p(x) =
dF (x)

dx
. (4.24)
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Для будь-яких x1 < x2 має мiсце

P{x1 ≤ ξ < x2} = F (x2) − F (x1) =

x2∫
x1

p(y)dy . (4.25)

Зокрема

P{x ≤ ξ < x + δx} = p(x) · δx + O
(
(δx)2

)
, (4.26)

у тому числi для неперервної випадкової величини

P{ξ = x} = F (x + 0) − F (x) = 0 . (4.27)

Очевидно, що

∞∫
−∞

p(x)dx = F (+∞) = 1 . (4.28)

Прикладом неперервної випадкової величини є нормальна N(µ, σ2) випадкова величина
з густиною

p(x) =
1√
2πσ

e
−(x − µ)2

2σ2 . (4.29)

Все, що сказано вище про функцiю розподiлу, автоматично переноситься на випадок умов-
ної ймовiрностi. Якщо P (B) > 0, то величина F (x|B) = P{ξ < x|B} називається умовною
функцiєю розподiлу випадкової величини ξ. Вона має усi вказанi вище властивостi функцiї
розподiлу.

4.5. Багатовимiрнi (векторнi) випадковi величини
У задачах iз випадковим елементарним результатом часто доводиться враховувати взаємо-
дiю рiзних випадкових факторiв.
Означення. Нехай (Ω, F, P ) - ймовiрнiсний простiр, i нехай ξ1(ω), ξ2(ω), . . ., ξn(ω) - випадко-
вi величини, що визначенi на Ω. Вектор 
ξ(ω) = (ξ1(ω), . . . , ξn(ω)) називається випадковим
вектором або n-вимiрною випадковою величиною, а ξi(ω), i = 1, . . . , n називаються коорди-
натами або компонентами випадкового вектора 
ξ.
Оскiльки всi ξi(ω) заданi на одному i тому ж ймовiрнiсному просторi Ω, а F замкнуто вiд-

носно добуткiв будь-якої скiнченої кiлькостi подiй, то множина {ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξn(ω) <
xn} ∈ F для будь-яких x1, . . . , xn ∈ R1.
Означення. Функцiя F (x1, . . . , xn) = P{ξ1 < x1, . . . , ξn < xn} називається n-вимiрною фун-
кцiєю розподiлу випадкової величини 
ξ = (ξ1, . . . , ξn).
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Заради наочностi нижче будемо в основному розглядати двовимiрнi випадковi величини.
Функцiя

F (x, y) = P{ξ < x, η < y} (4.30)

задає ймовiрнiсть того, що точка з координатами (ξ, η) попаде у нескiнчений прямокутник
(Рис.4.1А).
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Рис. 4.1.

Основнi властивостi двовимiрної функцiї розподiлу:
1) F (x, y) є неспадною по x i y.
2) F (x, y) неперервна злiва по x i y.

3) F (∞,∞) = 1, F (−∞, y) = 0, F (x,−∞) = 0 . (4.31)

Доведення цих властивостей аналогiчно наведеним вище для одновимiрної функцiї розподiлу.

4) P{x1≤ξ<x2, y1≤η<y2} = F (x2, y2)−F (x1, y2)−
− F (x2, y1)+F (x1, y1) .

(4.32)

Доведення випливає iз (4.30) (Див. Рис. 4.1Б).
5) Можна отримати розподiли координат ξ та η (т.зв. маргiнальнi розподiли):

Fξ(x) = F (x,∞), Fη(y) = F (∞, y) . (4.33)

� Очевидно, що можна записати для подiй

{ξ < x} =

∞∑
k=−∞

{ξ < x, k ≤ η < k + 1} . (4.34)
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Внаслiдок попарної несумiсностi подiй у правiй частинi (4.34) маємо

Fξ(x) = P{ξ < x} =
∞∑

k=−∞
P{ξ < x, k ≤ η < k + 1} =

=
∞∑

k=−∞
[F (x, k + 1) − F (x, k)] =

= lim
N1,N2→∞

N2∑
k=−N1

[F (x, k + 1) − F (x, k)] =

= lim
N1,N2→∞

[F (x, N2) − F (x,−N1)] =

= F (x,∞) − F (x,−∞) = F (x,∞) .

�

Означення. Випадковий вектор називається дискретним, якщо кожна його координата -
дискретна випадкова величина, i неперервним, якщо iснує кусочно-неперервна невiд’ємна
функцiя p(x, y), x, y ∈ R1 така, що для будь-яких x i y є справедливою рiвнiсть:

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

p(z1, z2)dz1dz2 . (4.35)

Функцiя p(x, y) називається густиною ймовiрностi випадкового вектора (ξ, η).
Густина ймовiрностi випадкового вектора має такi властивостi:

1) У точках неперервностi p(x, y) справедлива рiвнiсть

p(x, y) =
∂2F

∂x∂y
. (4.36)

Оскiльки F (x, y) не спадає по кожнiй змiннiй, то p(xy) ≥ 0.
2) Для будь-якої вимiрної областi D ⊂ R2 маємо

P{(ξ, η) ∈ D} =

∫ ∫
D

p(x, y)dxdy . (4.37)

Зокрема, за допомогою теореми про середнє,

P{x ≤ ξ < x + dx, y ≤ η < y + dy} = p(x, y)dxdy + o(dxdy) .

3) Внаслiдок F (+∞, +∞) = 1 маємо
∞∫

−∞

∞∫
−∞

p(x, y)dxdy = 1 . (4.38)

4) На основi (4.33) i (4.35) робимо висновок, що якщо двовимiрна випадкова величина (ξ, η)
має густину, то кожна її компонента має густину, причому

pξ(x) =

∞∫
−∞

p(x, y)dy, pη(y) =

∞∫
−∞

p(x, y)dx . (4.39)
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Приклад 23. Випадковий вектор (ξ, η) називається рiвномiрно розподiленим в областi
D, якщо

p(x, y) =

⎧⎨⎩
1

µ(D)
, (x, y) ∈ D ,

0 , (x, y) /∈ D ,
(4.40)

де µ(D) - площа областi D. Нехай D∗ - вимiрна область на площинi. Тодi

P{(ξ, η) ∈ D∗} =
µ(D∗⋂D)

µ(D)
(4.41)

(Це окремий випадок геометричного розподiлу).

Приклад 24. Випадковий вектор (ξ1, . . . , ξn) називається нормально розподiленим,
якщо його густина дорiвнює

p(x1, . . . , xn)=

{
detA

(2π)n

} 1
2

exp

{
−1

2

∑
i,j

aij(xi−µi)(xj−µj)

}
, (4.42)

де A = ‖aij‖ додатньо визначена матриця (обернена до матрицi коварiацiй (див. нижче)).
Зокрема, коефiцiєнт кореляцiї r =

cov(ξ, η)

σ1σ2
.

Нехай густина p(x, y) випадкового вектора (ξ, η) неперервна. Розглянемо подiю B = {y ≤
η < y + ∆y}, тодi

P (B) = P{y ≤ η < y + ∆y} =

y+∆y∫
y

pη(z)dz ,

де pη(z) =

∫ ∞

−∞
p(x, z)dx. Аналогiчно можна записати

P{ξ < x, y ≤ η < y + ∆y} =

x∫
−∞

y+∆y∫
y

p(t, z)dtdz .

Тодi, внаслiдок визначення умовної ймовiрностi, якщо P (B)>0, то

Fξ(x|B)=P{ξ<x|B}=P{ξ<x, y≤η<y+∆y}
P (B)

=

x∫
−∞

y+∆y∫
y

p(t, z)dtdz

y+∆y∫
y

pη(z)dz

. (4.43)

Продиференцiюємо (4.43) по x i спрямуємо ∆y → 0:

pξ(x|y) =
dFξ(x|η = y)

dx
=

p(x, y)

pη(y)
, pη(y) �= 0 . (4.44)
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Фунцiя pξ(x|y) називається густиною ймовiрностi умовного розподiлу ξ при умовi η = y. Iз
(4.44) випливає

p(x, y) = pξ(x|y)pη(y) , (4.45)

що за формою нагадує теорему множення ймовiрностей. Спрямуємо в (4.43) ∆y→ 0 i скори-
стуємось визначенням (4.44)

Fξ(x|η = y) = P{ξ < x|η = y} =

x∫
−∞

pξ(t|y)dt . (4.46)

Проiнтегруємо (4.45) по y i використаємо визначення (4.39)

pξ(x) =

∞∫
−∞

pη(y)pξ(x|y)dy . (4.47)

Ця рiвнiсть є неперервним аналогом формули повної ймовiрностi.

4.6. Незалежнiсть випадкових величин

Означення. Випадковi величини ξ1, . . . , ξn називаються незалежними (у сукупностi), якщо
для довiльних x1, . . . , xn подiї {ξ1 < x1}, . . . , {ξn < xn} незалежнi у сукупностi, тобто

P
(
{ξ1 < x1}

⋂
. . .
⋂

{ξn < xn}
)

= P{ξ1 < x1} · · ·P{ξn < xn} ,

або

F (x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) · · ·Fξn(xn) . (4.48)

Для незалежних випадкових величин ξ i η маємо для довiльних x1 < x2, y1 < y2

P{x1 ≤ ξ < x2, y1 ≤ η < y2} =

= P{ξ<x2, η<y2}−P{ξ<x1, η<y2}−P{ξ<x2, η<y1}+
+P{ξ<x1, η<y1} = P{ξ<x2} [P{η<y2}−P{η<y1}]−
−P{ξ<x1} [P{η<y2}−P{η<y1}] =P{x1≤ξ<x2}P{y1≤η<y2} .

Якщо незалежнi випадковi величини ξ та η мають вiдповiднi густини ймовiрностей pξ(x)
та pη(y), то вектор (ξ, η) має густину

p(x, y) = pξ(x)pη(y) . (4.49)

Ця рiвнiсть є наслiдком (4.48) у точках (x, y), де pξ(x) та pη(y) неперервнi, в iнших точках
вона є визначенням.



42 Роздiл 4. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Важливим є зворотнє твердження. Якщо виконується (4.49), то ξ та η незалежнi, оскiль-
ки виконується (4.48).
Приклад 25. Нехай ξ ∈ N(µ1, σ

2
1), η ∈ N(µ2, σ

2
2) i незалежнi. Тодi густина випадкового

вектора вiдповiдно до (4.49) дорiвнює добутку маргiнальних густин:

p(x, y) =
1

2πσ1σ2
exp

{
−(x − µ1)

2

2σ2
1

− (y − µ2)
2

2σ2
2

}
. (4.50)

Вираз (4.50) - це окремий випадок (4.42), коли

A =

⎛⎜⎝
1

σ2
1

0

0
1

σ2
2

⎞⎟⎠ , det A =
1

σ2
1σ

2
2

, r = 0 . (4.51)

4.7. Функцiї вiд випадкових величин
Обмежимось прикладом двох випадкових величин. Нехай на ймовiрнiсному просторi (Ω, F, P )
визначенi двi випадковi величини ξ1 = ξ1(ω) та ξ2 = ξ2(ω), ω∈ Ω. Нехай F (x1, x2) - функцiя
розподiлу випадкового вектора (ξ1, ξ2). Розглянемо деякi функцiї η1 та η2, тобто новi випад-
ковi величини

η1 = f1(ξ1, ξ2) = f1 (ξ1(ω), ξ2(ω)) ,
η2 = f2(ξ1, ξ2) = f2 (ξ1(ω), ξ2(ω)) .

(4.52)

Таким чином, η1 та η2 є складними функцiями ω, що заданi на Ω. Необхiдно за вiдомою фун-
кцiєю розподiлу F (x1, x2) знайти функцiю розподiлу Φ(y1, y2) випадкового вектора (η1, η2).
Маємо

Φ(y1, y2) = P{η1 < y1, η2 < y2} =

= P {f1(ξ1, ξ2) < y1, f2(ξ1, ξ2) < y2} .
(4.53)

1) Розглянемо дискретнi випадковi величини. Нехай

pij = P{ξ1 = x1i, ξ2 = x2j}, i, j = 1, 2, . . . (4.54)

Тодi, вiдповiдно до (4.53), маємо

Φ(y1, y2) =
∑
i,j∈U

pij , (4.55)

де множина iндексiв U така, що
U = {(i, j) : f1(x1i, x2j) < y1, f2(x1i, x2j) < y2} . (4.56)

2) Розглянемо неперервнi випадковi величини. Нехай p(x1, x2) - густина ймовiрностi вектора
(ξ1, ξ2). Тодi, вiдповiдно до (4.53) та (4.37), маємо

Φ(y1, y2) =

∫ ∫
D

p(x1, x2)dx1dx2 , (4.57)
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де область D така, що

D = {(x1, x2) : f1(x1, x2) < y1, f2(x1, x2) < y2} . (4.58)

Приклад 26. Знайти функцiю розподiлу суми η = ξ1 + ξ2, якщо задана густина розподiлу
ймовiрностi p(x1, x2) випадкового вектора (ξ1, ξ2).

� Маємо
Φ(y) = P{η<y}=P{ξ1+ξ2<y} =

∫ ∫
x1+x2<y

p(x1, x2)dx1dx2 =

=

∞∫
−∞

dx1

y−x1∫
−∞

dx2p(x1, x2) =

∞∫
−∞

dx2

y−x2∫
−∞

dx1p(x1, x2) .

Зробимо замiну змiнних z = x1 + x2, x1 = x1 (якобiан дорiвнює одиницi) i отримаємо

Φ(y) =

∞∫
−∞

dx1

y∫
−∞

dzp(x1, z − x1) . (4.59)

Iз (4.59) випливає, що густина ймовiрностi випадкової величини η дорiвнює

pη(y) = Φ′(y) =

∞∫
−∞

dx p(x, y − x) . (4.60)

Якщо при цьому випадковi величини ξ1 та ξ2 незалежнi, то p(x1, x2) = pξ1(x1)pξ2(x2) та

pη(y)=

∞∫
−∞

dx pξ1(x)pξ2(y−x)=

∞∫
−∞

dx pξ1(y−x)pξ2(x)=pξ1 ∗ pξ2 . (4.61)

Визначення законiв розподiлу суми по законам розподiлу незалежних доданкiв називається
композицiєю (згорткою) законiв розподiлу доданкiв. �

Теорема 4. Нехай ξ1 та ξ2 незалежнi випадковi величини, i f1(x) та f2(x) довiльнi функцiї,
такi, що η1 = f1(ξ1) та η2 = f2(ξ2) також випадковi величини. Тодi η1 та η2 незалежнi,
тобто функцiї вiд незалежних випадкових величин є незалежними.

� Розглянемо дискретнi випадковi величини. Нехай ξ1 = x1, x2, . . . та ξ2 = y1, y2, . . .. Тодi
випадковi величини η1 = f1(ξ1) та η2 = f2(ξ2) також дискретнi. Нехай λ1 та λ1 довiльнi
фiксованi значення η1 та η2. Тодi на пiдставi (4.49) маємо

P {f1(ξ1) = λ1, f2(ξ2) = λ2} =
∑
k,l

P{ξ1 = xk, ξ2 = yl} =

=
∑
k,l

P{ξ1 = xk}P{ξ2 = yl} =
∑
k

P{ξ1 = xk}
∑
l

P{ξ2 = yl} =

= P {f1(ξ1) = λ1}P {f2(ξ2) = λ2} ,

де пiдсумовування вiдбувається по тих значеннях k та l, що f1(xk) = λ1 та f2(yl) = λ2. Звiдси
випливає незалежнiсть випадкових величин η1 = f1(ξ1) та η2 = f2(ξ2). �
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Приклад 27. Густини розподiлiв для лiнiйних перетворень.

� Нехай 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) та 
η = (η1, . . . , ηn) - n-вимiрнi випадковi величини, причому 
η = A
ξ,
тобто ηi =

∑
j aijξj, де A - невироджена матриця. Нехай p
ξ(
x) = pξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) - густина

розподiлу випадкового вектора 
ξ, D - довiльна квадрована область в Rn. Тодi∫
D

p
η(
y)d
y = P{
η ∈ D} = P{A
ξ ∈ D} = P{
ξ ∈ A−1D} =

=
∫

A−1D

p
ξ(
x)d
x =
∫
D

p
ξ(A
−1
y)| detA−1|d
y .

Внаслiдок довiльностi областi D маємо зв’язок густин випадкових векторiв 
ξ та 
η = A
ξ

p
η(
x) = p
ξ(A
−1
x)| detA−1| . (4.62)

�

Приклад 28. Нехай (ξ, η) - неперервнийвипадковийвектор iз густиною ймовiрностей p(x, y).
Знайти функцiю розподiлу добутку χ = ξη.

� Маємо

Fχ(z) = P {ξη < z} =

∫ ∫
xy < z

p(x, y)dxdy =

=

0∫
−∞

dx

∞∫
z/x

dy p(x, y) +

∞∫
0

dx

z/x∫
−∞

dy p(x, y) .

Тодi

pχ(z) = F ′
χ(z) = −

0∫
−∞

dx · 1

x
· p(x,

z

x
) +

∞∫
0

dx · 1

x
· p(x,

z

x
) . (4.63)

�

Приклад 29. Нехай (ξ, η) - неперервнийвипадковийвектор iз густиною ймовiрностей p(x, y).
Знайти функцiю розподiлу вiдношення χ = ξ/η.

� Маємо

Fχ(z) = P

{
ξ

η
< z

}
=

∫ ∫
x

y
< z

p(x, y)dxdy =

=

0∫
−∞

dy

∞∫
zy

dx p(x, y) +

∞∫
0

dy

zy∫
−∞

dx p(x, y) .
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Тодi

pχ(z) = F ′
χ(z) = −

0∫
−∞

dy · y · p(zy, y) +

∞∫
0

dy · y · p(zy, y) . (4.64)

Нехай ξ та η незалежнi та розподiленi нормально, тобто ξ, η ∈ N(0, 1). У цьому випадку

pχ(z)=− 1

2π

0∫
−∞

dy·y·e−
1

2
(1+z2)y2

+
1

2π

∞∫
0

dy·y·e−
1

2
(1+z2)y2

=

=
1

π

∞∫
0

dy · y · e−
1

2
(1 + z2)y2

=
1

π
· 1

1 + z2
.

Ми отримали т.зв. розподiл Кошi (у фiзицi вiн часто називається розподiлом Лорентца). �



Роздiл 5

Числовi характеристики випадкових
величин

5.1. Моменти випадкових величин
Означення. Моментом порядку k дискретної випадкової величини ξ, що приймає значення
xi з ймовiрнiстю p{ξ = xi} = pi, i = 1, 2, . . ., називається число

Mξk =
∞∑
i=1

xk
i pi (5.1)

при умовi, що ряд (5.1) збiгається абсолютно, тобто

M |ξk| =
∞∑
i=1

|xk
i |pi < ∞ . (5.2)

Величина M |ξk| називається абсолютним моментом порядку k.
Моментом порядку k неперервної випадкової величини ξ iз густиною p(x) називається

число

Mξk =

∞∫
−∞

xkp(x)dx (5.3)

при умовi, що iнтеграл збiгається абсолютно, тобто

M |ξk| =

∞∫
−∞

|xk|p(x)dx < ∞ . (5.4)

Окремий випадок. При k = 1 (5.1) та (5.3) визначають математичне сподiвання (середнє
значення) випадкової величини ξ.

Приклад 30. Розподiл Пуассона.

46



5.1. Моменти випадкових величин 47

� Випадкова величина ξ приймає значення ξ = k з ймовiрнiстю

pk = P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, 2, . . .

Тодi

Mξ =

∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= λ . (5.5)

�

Приклад 31. Рiвномiрний розподiл.

� Випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на iнтервалi [a, b], тобто

p(x) =

{ 1

b − a
, x ∈ [a, b] ,

0 , x /∈ [a, b] .

Тодi

Mξ =
1

b − a

b∫
a

x dx =
a + b

2
- середина вiдрiзку [a, b] .

�

Приклад 32. Розподiл Кошi.

� Тут p(x) =
1

π(1 + x2)
та M |ξ| = 1

π

∞∫
−∞

|x|
1+x2 dx = ∞ . Тобто Mξ не iснує. �

Приклад 33. Нормальний розподiл.

� Тут p(x) =
1√
2πσ

exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
. Тодi

Mξ =
1√
2πσ

∞∫
−∞

x exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
dx = µ . (5.6)

�

Теорема 5. Якщо ξ - дискретна (неперервна) випадкова величина, що приймає значення
x1, x2, . . . з ймовiрностями p1, p2, . . ., а η = f(ξ) нова випадкова величина, то

Mη = Mf(ξ) =

∞∑
i=1

f(xi)pi

⎛⎝=

∞∫
−∞

f(x)p(x)dx

⎞⎠ , (5.7)

якщо ряд (iнтеграл) (5.7) збiгається абсолютно.
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� Для дискретної випадкової величини ξ маємо дискретну випадкову величину η = f(ξ), що
приймає значення y1 = f(ξ1), y2 = f(ξ2), . . . з ймовiрностями q1, q2, . . .

qs = P{η = ys} = P {ω : f (ξ(ω)) = ys} =
∑

k:f(xk)=ys

pk .

Тодi маємо

Mη =
∞∑

s=1

ysqs =
∞∑

s=1

ys

∑
k:f(xk)=ys

pk =

=
∞∑

s=1

{ ∑
k:f(xk)=ys

f(xk)pk

}
=

∞∑
i=1

f(xi)pi .

(5.8)

Спiввiдношення(5.8) виконується внаслiдок того, що кожний доданок f(xi)pi приймає участь
у двох останнiх сумах тiльки один раз, оскiльки всi ys рiзнi. Можливiсть об’єднання в одну
суму випливає iз леми про пiдсумовування по блоках, оскiльки ряд

∑
i |f(xi)|pi збiгається за

умовою. Аналогiчне доведення для неперервної випадкової величини. �
Означення. k-м центральним моментом називається математичне сподiвання

M(ξ − Mξ)k , (5.9)

якщо iснує M |ξ − Mξ|k.
Означення. Центральний момент другого порядку називається дисперсiєю

Dξ = M(ξ − Mξ)2 . (5.10)

Очевидно, що M(ξ − Mξ)2 = Mξ2 − 2Mξ · Mξ + (Mξ)2, тобто

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 . (5.11)

Означення. Величина

σξ =
√

Dξ (5.12)

називається середньоквадратичним вiдхиленням ξ.
На пiдставi доведенної вище теореми i означення (5.10) можна записати

Dξ =
∞∑

k=1

(xk − Mξ)2pk , (5.13)

Dξ =

∞∫
−∞

(x − Mξ)2p(x)dx . (5.14)

Приклад 34. Нормальний розподiл N(µ, σ2).
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� Оскiльки, вiдповiдно до (5.6) Mξ = µ, то

Dξ =
1√
2πσ

∞∫
−∞

(x − µ)2 exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
dx = σ2 . (5.15)

Нормальний розподiл повнiстю визначається параметрами µ та σ. �

Приклад 35. Розподiл Пуассона: P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0.

� Оскiльки, вiдповiдно до (5.5), Mξ = λ, то

Dξ =

∞∑
k=0

k2 λk

k!
e−λ−λ2=e−λ

∞∑
k=0

k(k−1)
λk

k!
+e−λ

∞∑
k=0

k
λk

k!
−λ2=

= λ2e−λ d2

dλ2
(

∞∑
k=0

λk

k!
) + λe−λ d

dλ
(

∞∑
k=0

λk

k!
) − λ2 =

= e−λ(λ2eλ + λeλ) − λ2 = λ .

Таким чином, єдиний параметр λ визначає математичне сподiвання i дисперсiю розподiлу
Пуассона. �

5.2. Властивостi математичного сподiвання i дисперсiї

1) За умови, що M |ξ| та M |η| скiнченнi, маємо

M(ξ + η) = Mξ + Mη . (5.16)

� Наведемо доведення тiльки для неперервної випадкової величини (ξ, η) з густиною p(x, y).

Вiдповiдно до (4.60) маємо для χ = ξ + η густину pχ(z) =
∞∫

−∞
dx p(x, z − x) . Тому

Mχ =

∞∫
−∞

zpχ(z)dz =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

zp(x, z − x)dxdz =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(x + y)p(x, y)dxdy =

=

∞∫
−∞

dx x

∞∫
−∞

dy p(x, y) +

∞∫
−∞

dy y

∞∫
−∞

dx p(x, y) =

=

∞∫
−∞

dx x pξ(x) +

∞∫
−∞

dy y pη(y) = Mξ + Mη .
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Порядок iнтегралiв можна змiнювати внаслiдок їх абсолютної збiжностi. �
2) Iз властивостi 1) випливає

M(c1ξ + c2η) = c1Mξ + c2Mη . (5.17)

3) Якщо випадковi величини ξ та η незалежнi, то

M(ξ · η) = Mξ · Mη (5.18)

за умови, що M |ξ| та M |η| скiнченнi.
� Наведемо доведення тiльки для неперервної випадкової величини (ξ, η) iз густиною p(x, y).
Вiдповiдно до (4.63) маємо для χ = ξη

pχ(z)=−
0∫

−∞

dx·1
x
·pξ(x)pη(

z

x
)+

∞∫
0

dx·1
x
·pξ(x)pη(

z

x
) . (5.19)

Звiдси

Mχ =

∞∫
−∞

z · pχ(z) · dz =

=−
0∫

−∞

dx·1
x
·pξ(x)

∞∫
−∞

dz·pη(
z

x
)·z+

∞∫
0

dx·1
x
·pξ(x)

∞∫
−∞

dz·pη(
z

x
)·z=

=

0∫
−∞

dx·1
x
·pξ(x)

∞∫
−∞

dt·pη(t)tx
2 +

∞∫
0

dx·1
x
·pξ(x)

∞∫
−∞

dt·pη(t)tx
2=

=

∞∫
−∞

dx · pξ(x)x ·
∞∫

−∞

dt · pη(t)t = Mξ · Mη .

Порядок iнтегралiв можна змiнювати внаслiдок їх абсолютної збiжностi. �
4) Якщо ξ ≥ η, то

M(ξ) ≥ Mη . (5.20)

5) Нерiвнiсть Кошi-Буняковського:

M |ξ · η| ≤
√

Mξ2 · Mη2 , (5.21)

якщо величини праворуч скiнченнi.
� Маємо |ξη| ≤ 1

2
(ξ2 + η2). Тодi, якщо скiнченнi Mξ2 та Mη2, то внаслiдок (5.20) скiнченно

M |ξη|. При довiльному λ маємо

0 ≤ M(λ|ξ| + |η|)2 = λ2Mξ2 + 2λM |ξη| + Mη2 . (5.22)

Оскiльки це справедливо при будь-якому λ, то дискримiнант повинен бути недодатнiм, тобто

(M |ξ · η|)2 − Mξ2 · Mη2 ≤ 0 .
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�

6) Нерiвнiсть Чебишева: Для будь-якого ε > 0 є справедливою оцiнка

P {|ξ| > ε} ≤ M |ξ|2
ε2

, (5.23)

якщо величина M |ξ|2 є скiнченною.
� Визначимо випадкову величину η за допомогою спiввiдношень

η =

{
0, якщо |ξ| ≤ ε ,
ε, якщо |ξ| > ε .

(5.24)

Таким чином, η - дискретна випадкова величина, що приймає два значення: 0 з ймовiрнiстю
p = P{|ξ| ≤ ε} та ε з ймовiрнiстю q = 1 − p = P{|ξ| > ε}. Iз визначення η випливає, що
η2 ≤ |ξ|2, тодi внаслiдок (5.20) маємо M |ξ|2 ≥ Mη2 = ε2P{|ξ| > ε}, звiдки випливає (5.23). �
Зробимо в (5.23) замiну ξ → ξ − Mξ, тодi

P {|ξ − Mξ| > ε} ≤ M(ξ − Mξ)2

ε2
=

Dξ

ε2
. (5.25)

Саме цю нерiвнiсть звичайно називають нерiвнiстю Чебишева.
7) Для будь-якого ε > 0 є справедливою оцiнка

P {|ξ| > ε} ≤ M |ξ|
ε

. (5.26)

� Використаємо (5.20) та (5.24). Тодi p = P {|ξ| ≤ ε} , q = 1 − p = P {|ξ| > ε}. Оскiльки
|η| ≤ ξ, то M |ξ| ≥ M |η| = 0 · p + ε · q = εP {|ξ| > ε}, що доводить (5.26). �
8) Дисперсiя постiйної величини дорiвнює нулевi:

Dc = 0 . (5.27)

9) Обернене твердження: Якщо Dξ = 0, то з ймовiрнiстю 1 величина ξ є сталою: ξ = Mξ.

� Дiйсно, внаслiдок (5.25) для будь-якого ε > 0 маємо P {|ξ − Mξ| > ε} = 0. Тодi

P {|ξ−Mξ| > 0}=P {|ξ−Mξ| > 1}+P
{

1
2

< |ξ−Mξ| ≤ 1
}

+

+ . . . + P

{
1

2k
< |ξ − Mξ| ≤ 1

2k−1

}
+ . . . = 0 .

У тому числi lim
k→∞

P

{
1

2k
< |ξ − Mξ|

}
= 0. Тодi

P{ξ = Mξ} = 1 .

�

10) Якщо η = cξ, то

Dη = c2Dξ . (5.28)



52 Роздiл 5. Числовi характеристики випадкових величин

11) Дисперсiя суми попарно незалежних доданкiв дорiвнює сумi дисперсiй

D

(
n∑

i=1

ξi

)
=

n∑
i=1

Dξi . (5.29)

�

D

(
n∑

i=1

ξ1

)
= M

(
n∑

i=1

ξi − M
n∑

i=1

ξi

)2

= M

(
n∑

i=1

(ξi − Mξi)

)2

=

= M
n∑

i,k=1

(ξi−Mξi)(ξk−Mξk)=
n∑

i,k=1

M [(ξi−Mξi)(ξk−Mξk)] =

=
n∑

i=1

M(ξi−Mξi)
2 +
∑
i�=k

M [(ξi−Mξi)(ξk−Mξk)] =
∑n

i=1 Dξi .

�

Приклад 36. Нехай випадкова величина ξ розподiлена за бiномiальним законом. Знайти
Mξ та Dξ.

� Нехай ξk дорiвнює кiлькостi успiхiв в k-му випробуваннi в серiї iз n незалежних випробу-
вань Бернуллi. Нехай ймовiрнiсть успiху при кожному випробуваннi дорiвнює p, тобто ξk при-
ймає два значення (1 з ймовiрностю P{ξk = 1} = p та 0 з ймовiрностю P{ξk = 0} = 1−p = q).
Тодi

Mξk=1·p+0·q=p , Dξk=Mξ2−(Mξk)
2=1·p+0·q−p2=p(1−p)=pq .

Кiлькiсть успiхiв ξ у серiї з n випробувань дорiвнює сумi ξ = ξ1 + . . . + ξn. Тодi, внаслiдок
незалежностi ξi та враховуючи (5.16) та (5.29), маємо

Mξ =
n∑

i=1

Mξi = np , Dξ =
n∑

i=1

Dξi = npq . (5.30)

�

5.3. Умовне математичне сподiвання
Ранiше ми ввели умовну функцiю розподiлу F (x|B) = P{ξ < x|B} випадкової величини ξ
при умовi B, якщо P (B) > 0.
Означення. Математичне сподiвання ξ вiдносно до цього умовного розподiлу називається
умовним математичним сподiванням:

M(ξ|B) =

∞∫
−∞

x dFξ(x|B) (5.31)

та

M(ξ|B) =

∞∑
k=1

xkpk(B) , (5.32)
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де pk(B) = P{ξ = xk|B}. Очевидно, що (5.31) можна переписати у виглядi

M(ξ|B) =

∞∫
−∞

x pξ(x|B)dx , (5.33)

де pξ(x|B) - умовна густина ймовiрностi. Зокрема, якщо подiя B полягає в тому, що випадкова
величина η приймає значення y, тобто η = y, то

M(ξ|y) ≡ M(ξ|η = y) =

∞∫
−∞

x pξ(x|y)dx . (5.34)

Аналогiчний вираз має мiсце для дискретних випадкових величин.
Визначенi таким чином умовнi математичнi сподiвання мають властивостi 1)-7) звичай-

них математичних сподiвань, але в них є деякi додатковi специфiчнi властивостi, що пов’я-
занi з можливiстю застосування до них рiзних варiантiв формули повної ймовiрностi. Тому
отриманi нижче формули широко застосовуються в теорiї ймовiрностей i математичнiй ста-
тистицi.
Якщо є повна група попарно несумiсних подiй Bk, k = 1, 2, · · · , n i Fξ(x|Bk) - вiдповiднi

умовнi функцiї розподiлу, то можна записати

Fξ(x) =
n∑

k=1

Fξ(x|Bk)P (Bk) . (5.35)

Звiдси отримаємо

Mξ =

n∑
k=1

M(ξ|Bk)P (Bk) . (5.36)

Очевидно, що формулу (5.36) можна розглядати як математичне сподiвання вiд нової
випадкової величини (дискретної), що приймає значенняM(ξ|Bk) з ймовiрнiстю P (Bk). Тобто
(5.36) можна переписати у виглядi

Mξ = M {M(ξ|Bk)} . (5.37)

Якщо подiя Bk полягає у тому, що випадкова величина η приймає значення y, то природно
записати

Mξ =

∞∫
∞

M(ξ|y)pη(y)dy . (5.38)

Аналогiчна формула має мiсце i в дискретному випадку.
Для доведення (5.38) помножимо (5.34) на Pη(y) i проiнтегруємо вiд −∞ до ∞

∞∫
−∞

dy M(ξ|y)pη(y) =

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dx x pξ(x|y)pη(y) =

=

∞∫
−∞

dx · x ·
∞∫

−∞

dy · p(x, y) =

∞∫
−∞

dx · x · pξ(x) = Mξ .
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Очевидно, що у цiй рiвностi величину M(ξ|y), що стоїть пiд знаком iнтеграла, можна розгля-
дати як функцiю вiд випадкової величини η i позначити її M(ξ|η). Тодi (5.38) еквiвалентно
запису

Mξ = M {M(ξ|η)} . (5.39)

Умовне математичне сподiвання M(ξ|η), що розглядається як функцiя η, у статистицi
називається функцiєю регресiї величини ξ на η. Якщо, наприклад,

M(ξ|η) = α1η + α2 , (5.40)

то має мiсце лiнiйна регресiя, а α1 та α2 - коефiцiєнти регресiї.

5.4. Моменти векторних випадкових величин

Означення. Математичним сподiванням вектора 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) називається вектор

M
ξ = (Mξ1, . . . , Mξn) . (5.41)

Означення. Дисперсiєю вектора 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) називається вектор

D
ξ = (Dξ1, . . . , Dξn) . (5.42)

Для багатовимiрних величин також справедлива теорема про математичне сподiвання фун-
кцiї вiд випадкової величини (див. рiвн. (5.7)), тобто, якщо η = f(
ξ), то

Mη=Mf(
ξ)=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

f(x1, . . . , xn)p(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn (5.43)

за умови, що (5.43) збiгається абсолютно. Зокрема, для скалярного добутку

M(
a · 
ξ) = M

n∑
k=1

akξk =

n∑
k=1

ak · Mξk =
(

a · M
ξ

)
. (5.44)

Якщо координати випадкового вектора незалежнi у сукупностi, то

M(ξ1 · ξ2 · · · ξn) = M(ξ1) · M(ξ2) · · ·M(ξn) . (5.45)

Означення. Коварiацiйною (дисперсiйною) матрицею називається матриця з елементами

aij=cov ξi · ξj≡M [(ξi−Mξi)(ξj−Mξj)] =Mξiξj−MξiMξj .

Тут на головнiй дiагоналi стоять дисперсiї aii = Dξi. Недiагональний елемент також на-
зивається кореляцiйним моментом aij = aji. Очевидно, що, якщо ξi та ξj незалежнi, то
aij = cov ξiξj = 0. Таким чином, умова aij �= 0 є достатньою ознакою залежностi ξi та ξj.
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Обернене твердження є невiрним, тобто з рiвностi нулевi cov ξiξj не випливає незалежнiсть
ξi та ξj.
Для будь-якого c маємо D(ξi + cξj) = Dξi + c2Dξj + 2c · cov ξiξj ≥ 0. Виберемо c у виглядi

c = −cov ξiξj

Dξj
. Тодi Dξj − (cov ξiξj)

2

Dξj
≥ 0, тобто

| cov ξiξj| ≤
√

Dξ · Dξj . (5.46)

Властивiсть (5.29) перетворюється

D

(
n∑

i=1

ξi

)
=

n∑
i=1

Dξi +
n∑

i,j=1
i�=j

cov ξiξj . (5.47)

Для характеристики чистого (лiнiйного) зв’язку мiж ξi та ξj вводиться т.зв. коефiцiєнт ко-
реляцiй

rij =
cov ξiξj√
Dξ · Dξj

. (5.48)

Внаслiдок (5.46) має мiсце обмеження −1 ≤ rij ≤ +1. Використовуючи (5.47), отримаємо
(
√

Dξi = σi)

D

(
ξi

σi
± ξj

σj

)
= 1 + 1 ± 2rij = 2(1 ± rij) ≥ 0 . (5.49)

Звiдси випливає, що rij = ±1 тодi i тiльки тодi, коли D(η) = D

(
ξi

σi
± ξj

σj

)
= 0. А це

можливо якщо тiльки η =

(
ξi

σi
± ξj

σj

)
- стала величина. Таким чином, якщо rij = ±1, то ξi

та ξj зв’язанi лiнiйно

ξi = αξj + β .

У загальному випадку, якщо rij > 0, то кореляцiя додатна, тобто ξi та ξj зростають i спадають
одночасно. Якщо rij < 0, то кореляцiя вiд’ємна (антикореляцiя). Якщо rij = 0, то ξi та ξj

некорельованi.

Приклад 37. χ2
n-розподiлом (розподiлом Пiрсона) з n степенями свободи називається роз-

подiл випадкової величини χ2
n = ξ2

1 + . . . + ξ2
n, де усi ξi ∈ N(0, 1) i незалежнi.

� Випадковий вектор 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) має густину

p(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
exp

[
−1

2

n∑
i=1

x2
i

]
. (5.50)
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Тодi, вiдповiдно до (4.57) та (4.58) маємо

F (x)=P{χ2
n<x}=

∫
. . .

∫
∑

x2
i <x

1

(2π)n/2
exp

[
−1

2

n∑
i=1

x2
i

]
dx1 . . . dxn .

Визначимо сферичнi координати

x1 = ρ cos ϕ1

x2 = ρ sin ϕ1 cos ϕ2
...
xn−1 = ρ sin ϕ1 sin ϕ2 . . . cos ϕn−1

xn = ρ sin ϕ1 sin ϕ2 . . . sin ϕn−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
−π

2
≤ ϕi ≤ π

2
, i = 1, 2, . . . , n − 2, −π ≤ ϕn−1 ≤ π .

У нових змiнних функцiя розподiлу має вигляд (J - якобiан переходу):

F (x) =
1

(2π)n/2

∫
. . .

∫
dρdϕ1 . . . dϕn−1J(ρ, ϕ1, . . . , ϕn−1)·

· exp

(
−1

2
ρ2

)
=

1

(2π)n/2

√
x∫

0

dρ · ρn−1 · exp

(
−1

2
ρ2

)
·

·
π/2∫

−π/2

. . .

π/2∫
−π/2

π∫
−π

dϕ1 . . . dϕn−1J
(1)(ϕ1, . . . , ϕn−1) =

=
ωn−1

(2π)n/2

√
x∫

0

dρ · ρn−1 · exp

(
−1

2
ρ2

)
.

Тут J (1) - визначник матрицi, яка вiдрiзняється вiд матрицi в J вiдсутнiстю множника ρ в
n − 1 стовпчиках; ωn−1 - iнтеграл вiд цього визначника J (1) по кутових змiнних. Сталу ωn−1

легко знайти з умови

F (∞)=
ωn−1

(2π)n/2

∞∫
0

dρ·ρn−1· exp

(
−1

2
ρ2

)
=

ωn−1

(2π)n/2
Γ
(n

2

)
2

n
2
−1=1 .

Тобто

ωn−1 =
2 · πn/2

Γ
(

n
2

)
i

F (x) =
1

2n/2−1Γ
(

n
2

)
√

x∫
0

dρ · ρn−1 · exp

(
−1

2
ρ2

)
, x > 0 . (5.51)
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Оскiльки F (x) = 0 при x ≤ 0, то

pχ2
n
(x) = F ′(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2n/2Γ(n
2
)
x

n
2
−1e−

x
2 , x > 0 ,

0, x ≤ 0 .

(5.52)

Крiм цього

Mχ2
n =

1

2n/2Γ(n
2
)

∞∫
0

dx x
n
2 e−

x
2 =

2
n
2
+1

2n/2Γ(n
2
)
Γ
(n

2
+ 1
)

= n ,

а також

Dχ2
n = M (χ2

n)
2 − (Mχ2

n)
2
=

1

2n/2Γ(n
2
)

∞∫
0

dx x
n
2
+1 e−

x
2 − n2=

=
2

n
2
+2

2n/2Γ(n
2
)
Γ
(

n
2

+ 2
)− n2 = n2 + 2n − n2 = 2n .

�

Приклад 38. tn-розподiлом (розподiлом Ст’юдента) з n степенями свободи називається
розподiл випадкової величини tn = ξ/η, де ξ ∈ N(0, 1), η =

√
ξ2
n/n, ξ2

n розподiлена за Пiрсо-
ном, ξ та η незалежнi.

� Вiдповiдно до цього p(x1, x2) = pξ(x1)pη(x2) i використаємо (4.64)

ptn(z)=F ′
tn(z)=−

0∫
−∞

dy·y·pξ(zy)pη(y)+

∞∫
0

dy·y·pξ(zy)pη(y) . (5.53)

Розглянемо

Fη(x) = P

{√
χ2

n

n
< x

}
= P
{
χ2

n < nx2
}

= Fχ2
n
(nx2) .

Тодi, вiдповiдно до (5.52), маємо

pχ2
n
(x) = F ′

η(x) = pχ2
n
(nx2)2nx =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
n

n
2

2n/2−1Γ(n
2
)
xn−1e−

nx2

2 , x > 0 ,

0, x ≤ 0 .

(5.54)

Внаслiдок (5.54) перший доданок у (5.53) зникає, i знаходимо

ptn(z) =

∞∫
0

dy · y · 1√
2π

e−
z2y2

2 · n
n
2

2
n
2
−1Γ(n

2
)
yn−1e−

ny2

2 =

=
n

n
2 2

n
2
−1

2
n
2
−1Γ(n

2
)
√

2π
· 1

(z2 + n)
n
2
+ 1

2

∞∫
0

dt · tn−1
2 · e−t =

=
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)

1√
πn

(
1 +

z2

n

)−n+1
2

.
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Математичне сподiвання Mtn (n ≥ 2)

Mtn =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)

1√
πn

∞∫
−∞

x

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

dx = 0 , (5.55)

оскiльки пiдiнтегральна функцiя непарна. Дисперсiя

Dtn = Mt2n = M

(
ξ2

χ2/n

)
= Mξ2 · M

(
n

χ2
n

)
, (5.56)

оскiльки ξ2 та χ2
n/n незалежнi. Позначимо η = n/χ2

n, тодi (x > 0)

Fη(x) = P

{
n

χ2
n

< x

}
= P

{
1

x
<

χ2
n

n

}
= 1 − P

{
χ2

n ≤ n

x

}
.

Використаємо (5.51) iз замiною x → n

x

pη(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(n

2

)n
2 1

Γ(n
2
)
e−

n
2x x−(n

2
+1), x > 0 ,

0, x ≤ 0 .

(5.57)

Тодi

M
(

n
χ2

n

)
= Mη =

(n

2

)n
2 1

Γ
(

n
2

) ∞∫
0

x−n
2 e−

n
2x dx =

=
1

Γ
(

n
2

) · n

2
·

∞∫
0

t
n
2
−1e−tdt =

n

n − 2
.

I оскiльки Mξ2 = Dξ = 1, то

Dtn =
n

n − 2
. (5.58)



Роздiл 6

Закони великих чисел

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин {ξn} прямує за ймовiрнiстю до випадкової
величини ξ, якщо для будь-якого ε > 0

lim
n→∞

P{|ξn − ξ| > ε} = 0 , (6.1)

i позначається

ξn
p−→ ξ, n → ∞ або p- lim

n→∞
ξn = ξ . (6.2)

Теорема 6. Нехай p- lim
n→∞

ξn = ξ i g(x) є неперервною функцiєю, x ∈ R1, так що η = g(ξ) та
ηn = g(ξn) є випадковими величинами (n = 1, 2, . . .). Тодi p- lim

n→∞
ηn = η.

Доведення не приводимо.

Лема 1. Якщо для послiдовностi випадкових величин {ξn}, Mξn = 0, Dξn = 0 при n → ∞,
то p- lim

n→∞
ξn = 0.

� Внаслiдок нерiвностi Чебишева (5.25) i того, що Mξn = 0, маємо для довiльного ε > 0
спiввiдношення

0 ≤ P{|ξn| > ε} ≤ Dξn

ε2
−→ 0, n → ∞ , (6.3)

тобто p- lim
n→∞

ξn = 0. �

Теорема 7. (Чебишева - Закон великих чисел) Нехай ξ1, ξ2, . . . - послiдовнiсть випад-
кових попарно незалежних величин, дисперсiя яких обмежена у сукупностi: Dξn ≤ c. Тодi

послiдовнiсть випадкових величин ηn =
1

n

n∑
i=1

(ξi − Mξi) прямує за ймовiрнiстю до нуля при

n → ∞:

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n∑
i

ξi − 1

n

∑
i

Mξi

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0 , ε > 0 . (6.4)
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� Маємо Mηn = 1
n

n∑
i=1

(Mξi − Mξi) = 0 , i внаслiдок попарної незалежностi

Dηn =
1

n2

n∑
i=1

Dξi ≤ cn

n2

n→∞−→ 0 .

Тодi, виходячи з наведеної вище леми, випливає твердження теореми. �
Рiвняння (6.4) можна переписати iнакше

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n∑
i

ξi − 1

n

∑
i

Mξi

∣∣∣∣∣ ≤ ε

}
= 1 , ε > 0 - довiльне .

Наслiдок 7.1. Якщо Mξ1 = Mξ2 = . . . = µ, то послiдовнiсть ηn =
1

n

n∑
i=1

ξi при n → ∞
прямує за ймовiрнiстю до математичного сподiвання µ:

ηn =
1

n

n∑
i=1

ξi
p−→ µ, n → ∞ . (6.5)

Цей наслiдок теореми Чебишева є обґрунтуванням правила середнього арифметичного. Якщо
при вимiрах вiдсутня систематична похибка (тобто усiMξi = µ), то згiдно з законом великих
чисел при достатньо великих n iз ймовiрнiстю близької до одиницi буде отриманий результат
µ̂, що як завгодно мало вiдрiзняється вiд iстинного значення µ.

Теорема 8. (Бернуллi) Нехай ηn - кiлькiсть успiхiв у серiї iз n випробувань Бернуллi i
p - ймовiрнiсть успiху при кожному випробуваннi. Тодi послiдовнiсть частот {ηn/n} при
n → ∞ прямує за ймовiрнiстю до p.

� Нехай ξk - кiлькiсть успiхiв при k-ому випробуваннi, k = 1, 2, . . ., тобто ηn = ξ1 + ξ2 + . . . +
ξn , Mξk = p , Dξk = pq. Тодi вiдповiдно до теореми Чебишева для будь-якого ε > 0 має мiсце
рiвнiсть

lim
n→∞

P
{∣∣∣η

n
−p
∣∣∣>ε
}

= lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣1n∑
k

ξk−1

n

∑
k

Mξk

∣∣∣∣∣>ε

}
=0 .

�

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин {ξn} прямує до випадкової величини ξ з ймо-
вiрнiстю 1 (або майже напевно), якщо

P
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
ξn(ω) = ξ(ω)

}
= 1 . (6.6)

Ця збiжнiсть позначається ξn → ξ м.н.

Лема 2. (Бореля-Кантеллi) Якщо для послiдовностi подiй {An}, n=1, 2 . . . , виконується
умова

∞∑
n=1

P {An} < ∞ , (6.7)

то з ймовiрнiстю 1 вiдбудеться лише скiнченна кiлькiсть цих подiй.
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� Нехай подiя Bn полягає в тому, що вiдбувається хоча б одна з подiй Ak iз k ≥ n, тобто Bn =⋃∞
k=n Ak. Очевидно, що B1 ⊃ B2 ⊃ . . . Нехай подiя B означає, що вiдбувається нескiнчена

кiлькiсть подiй iз An, n = 1, 2, . . . Подiя B вiдбувається тодi i тiльки тодi, коли вiдбуваються
усi Bn, тобто B =

⋂∞
n=1 Bn. Тодi внаслiдок неперервностi ймовiрностi

P (B) = lim
n→∞

P {Bn} . (6.8)

Оскiльки Bn =
⋃∞

k=n Ak, то

P (Bn) ≤
∞∑

k=n

P (Ak) . (6.9)

Внаслiдок збiжностi ряду (6.7) його залишок
∞∑

k=n

P (Ak) → 0 при n → ∞, i внаслiдок (6.9)
P (Bn) → 0 при n → ∞. Тодi iз (6.8) випливає P (B) = 0 i протилежна подiя B, що складається
з того, що вiдбувається тiльки скiнченна кiлькiсть подiй An, має ймовiрнiсть P (B) = 1. �

Теорема 9. (Посилений закон великих чисел.) Нехай ξ1, ξ2, . . . - послiдовнiсть попар-
но незалежних випадкових величин, для яких Mξi = µ, Dξi = σ2. Тодi при n → ∞ має
мiсце

1

n

n∑
i=1

ξi −→ µ (6.10)

з ймовiрнiстю 1.

� Введемо нову випадкову величину ξ′i = ξi−µ, тобто можна вважати µ = 0. Нехай ηk =
k∑

i=1

ξi .

Нам треба показати, що при n → ∞ величина
1

n
ηn → 0 м.н. Для кожного натурального n

вiзьмемо натуральне m таким чином, щоб

m2 ≤ n ≤ (m + 1)2 . (6.11)

Оскiльки Mηk = 0, то нерiвнiсть Чебишева (5.25) дає оцiнку

P
{∣∣∣ηm2

m2

∣∣∣ > ε
}
≤ Dηm2

ε2m4
=

σ2

ε2m4
. (6.12)

Покладемо η̂m2 = max
m2+1≤k≤(m+1)2

|ξm2 + . . . + ξk| . Застосуємо нерiвнiсть Чебишева

P
{∣∣∣ η̂m2

m2

∣∣∣>ε
}
≤

(m+1)2∑
k=m2+1

P

{ |ξm2+ . . .+ξk|
m2

>ε

}
≤

≤
(m+1)2∑
k=m2+1

(k − m2)σ2

ε2m4
≤ 2m

(2m + 1)σ2

ε2m4
≤ 5σ2

ε2m4
.

(6.13)
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Внаслiдок (6.12) та (6.13) числовi ряди
∞∑

m=1

P
{∣∣∣ηm2

m2

∣∣∣ > ε
}

та
∞∑

m=1

P

{∣∣∣∣ η̂m2

m2

∣∣∣∣ > ε

}
збiгаються. Тодi виходячи iз леми Бореля-Кантеллi з ймовiрнiстю 1 вiдбувається тiльки скiн-

ченна кiлькiсть подiй
{∣∣∣ηm2

m2

∣∣∣ > ε
}
та
{∣∣∣∣ η̂m2

m2

∣∣∣∣ > ε

}
, тобто з ймовiрнiстю 1

ηm2

m2
→ 0 та

η̂m2

m2
→ 0 при m → ∞ . (6.14)

Оскiльки для довiльного n iз спiввiдношення (6.11) має мiсце оцiнка∣∣∣ηn

n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ηm2

m2

∣∣∣+ ∣∣∣∣ η̂m2

m2

∣∣∣∣ ,
то з (6.14) випливає, що

ηn

n
→ 0 при n → ∞ з ймовiрнiстю 1. �

Теорема 10. (Бореля) Нехай ηn - кiлькiсть успiхiв у серiї iз n незалежних випробувань
Бернуллi, p - ймовiрнiсть успiху при кожному випробуваннi. Тодi послiдовнiсть частот{ηn

n

}
при n → ∞ з ймовiрнiстю 1 прямує до ймовiрностi p.

� Нехай ξi - кiлькiсть успiхiв в i-ому випробуваннi (ξi = 0, 1; mξi = p, Dξi = pq). Введемо
величину ηn =

∑
i ξi i використаємо попередню теорему. �

Теорема 11. (Хiнчина) Нехай однаково розподiленi випадковi величини ξ1, ξ2, . . . попарно
незалежнi i мають скiнченнi математичнi сподiвання Mξi = µ. Тодi при n → ∞ послiдов-

нiсть ηn =
1

n

n∑
k=1

ξk збiгається за ймовiрнiстю до µ: p-limn→∞ ηn = µ.

� Введемо послiдовнiсть нових випадкових величин ξk за формулою

ξk =

{
ξk, якщо |ξk| ≤ y ,
0, якщо |ξk| > y ,

де y - довiльно. Розглянемо випадкову величину ηn =
1

n

n∑
k=1

ξk. Тодi для довiльного ε > 0

маємо (µ = Mξk)

P {|ηn−µ|>ε}≤P {|ηn−µ|>ε}+P {ηn �=ηn} , (6.15)

оскiльки, якщо вiдбувається подiя в лiвiй частинi, то вiдбувається хоча б одна подiя в правiй
частинi. Далi

µ = Mξk =

y∫
−y

xdF (x) .
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Тому

|µ − µ| < ε , (6.16)

якщо y ≥ y0 = y0(ε). Тодi внаслiдок (6.15) та (6.16)

P {|ηn − µ| > 2ε} ≤ P {|ηn − µ| > ε} + P {ηn �= ηn} .

Вiдповiдно до (5.25) маємо

P {|ηn − µ| > ε} ≤ Dηn

ε2
≤ 1

ε2
Mη2

n ≤ 1

ε2n2

n∑
k=1

Mξ
2

k =

=
n

ε2n2

y∫
−y

x2dF (x)≤ y

ε2n

y∫
−y

|x|dF (x)≤ y

ε2n

∞∫
−∞

|x|dF (x)=
Ay

ε2n
,

де A =

∫ ∞

−∞
|x|dF (x). Подiя {ηn �= ηn} полягає в тому, що хоча б для однiєї випадкової вели-

чини ξk виконано |ξk| > ε, k = 1, . . . , n. Тому для будь-якого ε1 > 0

P {ηn �=ηn}≤
n∑

k=1

P {|ξk|>y}=n

∫
|x|>y

dF (x)≤n
1

y

∫
|x|>y

|x|dF (x) ≤ n

y
ε2

за умови, що y ≥ y1 = y1(ε1). Тодi при y ≥ y = max{y0, y1} є справедливою оцiнка

P {|ηn − µ| > 2ε} ≤ Ay

ε2n
+

n

y
ε1 .

Для будь-якого δ > 0 знайдуться y =
ε2

A
δn та ε1 =

δ2

ε2A
. I тодi

P {|ηn − µ| > 2ε} ≤ 2δ .

�



Роздiл 7

Центральнi граничнi теореми

Закони великих чисел мiстять у собi висновки про збiжнiсть послiдовностей випадкових
величин {ξn, n = 1, 2, . . .} до деякої випадкової (або невипадкової) величини ξ. Цi твердження
не дають нам нiякої iнформацiї про те, як апроксимувати розподiл випадкових величин ξn

при великих n. Вiдповiдь на це питання дають центральнi граничнi теореми, де вводиться
нове поняття - збiжнiсть за розподiлом.

7.1. Характеристична функцiя
Означення. Характеристичною функцiєю (х.ф.) випадкової величини ξ називається функцiя
fξ(t) дiйсної змiнної t ∈ R1

fξ(t) = Meitξ =

∞∫
−∞

eitxdFξ(x) . (7.1)

У загальному випадку, коли χ = ξ + iη - комплексна випадкова величина, то за означенням

Mχ = Mξ + iMη . (7.2)

У виразi (7.1) iнтеграл необхiдно розумiти або як ряд, що абсолютно збiгається

fξ(t) =

∞∑
k=1

eitxpk , (7.3)

або як iнтеграл, що абсолютно збiгається

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitxp(x)dx . (7.4)

Х.ф. iснує для довiльної випадкової величини, оскiльки внаслiдок рiвностi |eitx| = 1 ряд (7.3)
та iнтеграл (7.4) збiгаються абсолютно.
Очевидно, що fξ(0) = 1 та |fξ(t)| ≤ 1, t ∈ R1.
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Теорема 12. Нехай ξ1, . . . , ξn - незалежнi у сукупностi випадковi величини. Тодi

fξ1+...+ξn(t) = fξ1(t) · · ·fξn(t) . (7.5)

�
fξ1+...+ξn(t) = Meit(ξ1+...+ξn) = M

(
eitξ1 · · · eitξn

)
=

= Meitξ1 · · ·Meitξn = fξ1(t) · · · fξn(t) .

�

Теорема 13. Якщо σ та µ - деякi сталi, то

fσξ+µ(t) = eitµfξ(σt) . (7.6)

�

fσξ+µ(t) = Meit(σξ+µ) = eitµMeitσξ = eitµfξ(σt) . (7.7)

�

Теорема 14. Якщо iснує момент Mξk, то k-а похiдна f
(k)
ξ (t) вiд х.ф. fξ(t) iснує, рiвномiрно

неперервна на R1 та

f
(k)
ξ (0) = ikMξk . (7.8)

� За означенням

f
(k)
ξ (0) =

∞∫
−∞

eitx(ix)kdFξ(x)
∣∣∣
t=0

= ikMξk .

Рiвномiрну неперервнiсть доводити не будемо. �

Теорема 15. Якщо х.ф. fξ(t) абсолютно iнтегрована на R1, то випадкова величина ξ не-
перервна, а її густина p(x) дорiвнює

p(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itxfξ(t)dt , (7.9)

i є рiвномiрно неперервною на R1.

� Нехай маємо два довiльнi числа x < y.Розглянемо iнтеграл

j(x, y)=
1

2π

∞∫
−∞

e−itx−e−ity

it
fξ(t)dt=

1

2π
lim

A→∞

A∫
−A

e−itx−e−ity

it
fξ(t)dt . (7.10)

Оскiльки

∣∣∣e−itx − e−ity
∣∣∣ = ∣∣∣ tx∫

ty

e−iαdα
∣∣∣ ≤ |t(x − y)| , (7.11)
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i fξ(t) є абсолютно iнтегрованою, то (7.10) збiгається абсолютно. Iз (7.11) також випливає,
що

j(x, x + h) → 0 при h → 0 . (7.12)

Пiдставимо (7.1) в (7.10) i змiнимо порядок iнтегрування

j(x, y) =
1

2π
lim

A→∞

∞∫
−∞

⎡⎣ A∫
−A

eit(z−x) − eit(z−y)

it
dt

⎤⎦ dFξ(z) =

=
1

π

∞∫
−∞

lim
A→∞

dFξ(z)

A∫
0

[
eit(z−x)−e−it(z−x)

2i
−eit(z−y)−e−it(z−y)

2i

]
dt

t
=

=
1

π

∞∫
−∞

dFξ(z)

⎡⎣ ∞∫
0

sin (z − x)t

t
dt −

∞∫
0

sin (z − y)t

t
dt

⎤⎦ .

(7.13)

Використаємо формулу
∞∫
0

sinαt
t

dt = π
2

sign α . Тодi вираз у квадратних дужках в останньому

виразi рiвностi (7.13) дорiвнює нулевi, якщо z < x або z > y, та дорiвнює π, якщо x < z < y.
Тодi

j(x, y) =

y∫
x

dFξ(z) . (7.14)

Iз (7.12) випливає, що Fξ(x) - неперервна функцiя по x, а iз (7.14) випливає, що

j(x, y) = Fξ(y) − Fξ(x) . (7.15)

Звiдси можна знайти

Fξ(x + h) − Fξ(x − h)

2h
=

j(x − h, x + h)

2h
=

=
1

2π

∞∫
−∞

e−it(x−h) − e−it(x+h)

2ith
fξ(t)dt =

=
1

2π

∞∫
−∞

eith − e−ith

2ith
e−itxfξ(t)dt=

1

2π

∞∫
−∞

sin th

th
e−itxfξ(t)dt

h→0
=⇒

=⇒ 1

2π

∞∫
−∞

e−itxfξ(t)dt = F ′
ξ(x) .

Тобто

p(x) = F ′
ξ(t) =

1

2π

∞∫
−∞

e−itxfξ(t)dt . (7.16)
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Рiвномiрну збiжнiсть доводити не будемо. �
Формули (7.10), (7.15) та (7.16) називаються формулами обернення, вони дозволяють знахо-
дити густини i функцiї розподiлу за вiдомими х.ф.

Приклад 39. Х.ф. нормального розподiлу N(0, 1) має вигляд

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitx 1√
2π

e−
x2

2 dx = e
−
t2

2 . (7.17)

Якщо ξ ∈ N(0, 1), то η = (σξ + µ) ∈ N(µ, σ2) i вiдповiдно до (7.7) маємо

fη(t) = e
itµ−

σ2t2

2 . (7.18)

Приклад 40. Х.ф. розподiлу Пуассона має вигляд

fξ(t) =

∞∑
k=0

eitk λke−λ

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(
λeit
)k 1

k!
= eλeit − λ . (7.19)

Приклад 41. Х.ф. бiномiального розподiлу має вигляд

fξ(t)=
n∑

k=0

eitkCk
npkqn−k=

n∑
k=0

Ck
n

(
peit
)k

qn−k=
(
peit+q

)n
. (7.20)

Означення. Характеристичною функцiєю f
ξ(t1, . . . , tn), (t1, . . . , tn) ∈ Rn n-вимiрної ви-
падкової величини 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) називається функцiя

f
ξ(t1, ., tn)=Meit1ξ1+.+itnξn=

∞∫
−∞

.

∫
exp

[
i

n∑
k=1

tkxk

]
dF
ξ(x1, . . . , xn)) .

Звiдси випливають основнi властивостi х.ф.

1) f
ξ(

0) = f
ξ(0, . . . , 0) = 1,

∣∣∣f
ξ(

t)
∣∣∣ = ∣∣∣f
ξ(t1, . . . , tn)

∣∣∣ ≤ 1 .

2) Якщо ξ1, . . . , ξnнезалежнi, то

f
ξ(

t) = Mei(
ξ,
t) = fξ1(t1) · · · fξn(tn) . (7.21)

3) Х.ф. випадкової величини 
η = (σ1ξ1 + µ1, . . . , σnξn + µn) дорiвнює

f
η(t1, . . . , tn) = exp

[
i
∑

k

µktk

]
f
ξ(σ1t1, . . . , σntn) .
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4) Х.ф. суми координат випадкової величини ξ дорiвнює

fξ1+...+ξn(t) = Meit(ξ1+...+ξn) = f
ξ(t, . . . , t) . (7.22)

Iз властивостей характеристичної функцiї (формула (7.8)) випливає, що якщо iснують усi
моменти випадкової величини ξ, то вiдповiдна х.ф. fξ(t) буде нескiнченно диференцiйованою.
Такi функцiї називаються фiнiтними, i ми будемо позначати fξ(t) ∈ C∞

0 (R1). Для фiнiтних
функцiй є справедливими формули прямого i оберненого перетворення Фур’є: якщо ϕ(x) ∈
C∞

0 (R1), то
ϕ(x) =

1

2π

∞∫
−∞

eitxϕ̃(t)dt та ϕ̃(t) =

∞∫
−∞

e−itxϕ(x)dx .

Причому перетворення Фур’є ϕ̃(t) спадає на нескiнченностi швидше будь-якої степенi i тому
є абсолютно iнтегрованим на R1.
Лема 3. Нехай ϕ(x) - довiльна фiнiтна функцiя, ϕ(x) ∈ C∞

0 (R1), ξ - випадкова величина,
fξ(t) - її х.ф. Тодi

Mϕ(ξ) =

∞∫
−∞

fξ(t)ϕ̃(t)dt (7.23)

� Mϕ(ξ) =

∞∫
−∞

ϕ(x)dFξ(x)=
1

2π

∞∫
−∞

dFξ(x)

⎡⎣ ∞∫
−∞

eitxϕ̃(t)dt

⎤⎦=
=

1

2π

∞∫
−∞

dtϕ̃(t)

⎡⎣ ∞∫
−∞

dFξ(x)eitx

⎤⎦ =

∞∫
−∞

fξ(t)ϕ̃(t)dt .

Перестановка iнтегралiв можлива внаслiдок абсолютної збiжностi подвiйного iнтеграла. �
Лема 4. Нехай послiдовнiсть х.ф. {fξn(t)} випадкових величин {ξn} збiгається при n → ∞
до х.ф. випадкової величини ξ рiвномiрно по t у кожному обмеженому iнтервалi |t| ≤ T .
Тодi для будь-якої фiнiтної функцiї ϕ(x) ∈ C∞

0 (R1) має мiсце рiвнiсть
Mϕ(ξn) −→ Mϕ(ξ) при n → ∞ .

Доведення не приводимо.

Теорема 16. (Про неперервнiсть характеристичної функцiї). Нехай виповненi умови
попередньої леми. Нехай функцiя розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ неперервна. Тодi
при n → ∞

lim
n→∞

Fξn(x) = Fξ(x) , (7.24)

причому збiжнiсть рiвномiрна по x ∈ R1.

Доведення не приводимо. Є справедливим i обернене твердження.

Теорема 17. Якщо в кожнiй точцi неперервностi Fξ(x) виконується умова (7.24), то

lim
n→∞

fξn(t) = fξ(t)

рiвномiрно по t.
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Приклад 42. Нехай η=ξ1+ξ2, де ξ1 ∈ N(µ1, σ
2
1), ξ2 ∈ N(µ2, σ

2
2) i незалежнi. Знайти розпо-

дiл η.

� Вiдповiдно до (7.18), (7.21) i (7.22) маємо

fξ1+ξ2(t)=fη(t)=fξ1(t)fξ2(t)= exp

[
it(µ1 + µ2) − (σ2

1 + σ2
2)t

2

2

]
.

Звiдки випливає η ∈ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2), тобто

pη(x) =
1√

2π
√

σ2
1 + σ2

2

exp

[
−(x − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

]
. �

Приклад 43. Нехай η = ξ1 + ξ2, де ξ1 та ξ2 розподiленi за Пуассоном iз параметрами λ1

та λ2, вiдповiдно, i незалежнi. Знайти розподiл η.

� Вiдповiдно до (7.19), (7.21) i (7.22) маємо

fξ1+ξ2(t)=fη(t)=fξ1(t)fξ2(t)=exp
[
λ1

(
eit−1

)]
exp
[
λ2

(
eit−1

)]
=

= exp
[
(λ1 + λ2)

(
eit − 1

)]
.

Звiдки випливає η розподiлена за Пуассоном з параметром λ = λ1 + λ2, тобто

pη(k) =
(λ1 + λ2)

k

k!
e−(λ1+λ2) .

�

Приклад 44. Знайти густину ймовiрностей для χ2
n-розподiлу: χ2

n = ξ2
1 + . . . + ξ2

n, ξi ∈
N(0, 1).

� Спочатку отримаємо явний вигляд для густини розподiлу одного доданку ξ2
i :

Fξ2(z) = P{ξ2 < z} =

∫
x2<z

pξ(x)dx =

√
z∫

−√
z

pξ(x)dx , z>0 ,

pξ2(z)=F ′
ξ2(z)=

1

2
√

z

[
pξ(

√
z)+pξ(−

√
z)
]
=

1√
2π

√
z

exp
(
−z

2

)
.

Тодi вiдповiдно до (7.4) та (7.21) маємо

fχ2
n
(t) = fξ2

1
(t) · · · fξ2

1
(t) =

⎡⎣ ∞∫
0

eitx 1√
2π

√
x

exp
(
−x

2

)
dx

⎤⎦n

=

=

[
1√
2π

√
2π√

1 − 2it

]n

= (1 − 2it)
−n

2 ,

i внаслiдок (7.16)

pχ2
n
(x)=

1

2π

∞∫
−∞

e−itx(1−2it)−n/2dt =
1

2
n
2 Γ(

n

2
)
x

n

2
−1

exp
[
−x

2

]
,

що спiвпадає з отриманим ранiше результатом (5.52). �
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7.2. Центральнi граничнi теореми
Означення. Послiдовнiсть випадкових величин {ξk}, k = 1, 2, . . . прямує до випадкової вели-
чини ξ0 за розподiлом або слабо збiгається, якщо

lim
k→∞

Fk(x) = F0(x) (7.25)

у кожнiй точцi неперервностi F0(x), де Fk(x) - функцiя розподiлу ξk.

Теорема 18. (Центральна гранична теорема для однаково розподiлених незалеж-
них випадкових величин). Нехай {ξk} - послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових величин iз Mξk = µ, Dξk = σ2, σ > 0, k = 1, 2, . . .. Тодi послiдовнiсть випадкових
величин

ηn =
1

σ
√

n

n∑
k=1

(ξk − µ) (7.26)

збiгається за розподiлом до N(0, 1), тобто

lim
n→∞

P{ηn < x} =
1√
2π

x∫
−∞

exp

(
−z2

2

)
dz = Φ0(x) , (7.27)

де Φ0(x) є функцiєю розподiлу нормально розподiленої величини N(0, 1). При цьому пряму-
вання до границi в (7.27) є рiвномiрним по x ∈ R1.

� Введемо позначення

χk = ξk − µ , Mχk = 0 , ηn =
1

σ
√

n

n∑
k=1

χk .

Внаслiдок (7.6) та однакового розподiлу для усiх χk маємо

fηn(t)=

[
ϕχk

(
t

σ
√

n

)]n
=

[
ϕχk

(0)+ϕ′
χk

(0)
t

σ
√

n
+ϕ′′

χk
(0)

t2

2σ2n
+o

(
t2

2σ2n

)]n
,

де залишковий член має форму Пеано. Тут ϕχk
(t) є характеристичною функцiєю випадкової

величини χk. Врахуємо формулу (7.8) i те, що ϕχk
(0) = 1, Mχk = 0, Mχ2

k = σ2. Тодi

fηn(t) =

[
1 − t2

2σ2n
+ o

(
t2

2σ2n

)]n
−→n→∞ exp

(
−t2

2

)
рiвномiрно по t. �

Наслiдок 18.2. (Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа) Нехай ξ - кiлькiсть успiхiв у
серiї iз n незалежних iспитiв, p - ймовiрнiсть успiху при кожному iспитi. Тодi при n → ∞

lim
n→∞

P

{
ξ − np√

npq
< x

}
=

1√
2π

x∫
−∞

exp

[
−z2

2

]
dz ,

причому прямування до границi є рiвномiрним по x ∈ R1.
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� Маємо ξ = ξ1 + . . . + ξn, де ξk - кiлькiсть успiхiв при k-ому iспитi, ξk незалежнi i однаково
розподiленi, P{ξk = 1} = p, P{ξk = 0} = q, Mξk = p, Dξk = pq. Щоб порiвняти iз (7.26)
необхiдно покласти

ξk ⇐⇒ ξ = ξ1 + . . . + ξn, Mξk = µ ⇐⇒ Mξ = np .

Теорему доведено. �

Теорема 19. Якщо поряд з умовами попередньої теореми х. ф. випадкової величини ξk є
абсолютно iнтегрованою на R1, то густина pn(x) випадкової величини (7.26) при n → ∞
збiгається до густини p0(x)=

1√
2π

exp

[
−x2

2

]
рiвномiрно по x.

Доведення не приводимо.
Зараз ми позбавимося вiд небажаного у багатьох випадках припущення про однаковий

розподiл випадкових величин ξk.

Теорема 20. (Центральна гранична теорема Ляпунова) Нехай {ξk} – послiдовнiсть
незалежних випадкових величин, що мають Mξk = µk, Dξk = σ2

k та M |ξk − µk|3 < ∞, k =
1, 2, . . . Тодi, якщо виконується умова Ляпунова

1

B3
n

n∑
k=1

M |ξk − µk|3 −→ 0 при n → ∞ ,

де Bn =

√
n∑

k=1

Dξk =

√
n∑

k=1

σ2
k , то послiдовнiсть випадкових величин

ηn =
1

Bn

n∑
k=1

(ξk − µk)

збiгається за розподiлом до N(0, 1) рiвномiрно на R1.

� Покладемо χnk =
ξk − µk

Bn

. Тодi

ηn =
n∑

k=1

χnk , Mχnk =
1

Bn
M(ξk − χk) = 0 ,

Dχnk =
1

B2
n

Dξk =
σ2

k

B2
n

, M |χnk|3 =
1

B3
n

M |ξk − µk|3 .

Внаслiдок незалежностi для х.ф. маємо спiввiдношення

fηn(t) =
n∏

k=1

ϕχnk
(t) , (7.28)

де ϕχnk
(t) - х.ф. випадкової величини χnk.
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Розкладемо ϕχnk
(t) ≡ ϕ(t) в ряд Тейлора iз залишковим членом у формi Лагранжа

ϕ(t) = ϕ(0) + ϕ′(0)t + ϕ′′(0)
t2

2
+ Rnk(t) = 1 − σ2

k

B2
n

t2

2
+ ϕ′′′

χnk
(θ)

t3

6
.

При n → ∞ оцiнка цього залишкового члена проводиться за допомогою спiввiдношення (7.8),
тобто ∣∣ϕ′′′

χnk
(θ)
∣∣ ≤ 1

B3
n

M |ξk − µk|3 −→ 0 .

Тодi

ln ϕχnk
(t) = − σ2

k

B2
n

· t2

2
+ O(t3) ,

i внаслiдок (7.28) маємо

ln fηn(t) = −
∑
k

σ2
k

B2
n

· t2

2
+ O(t3) −→n→∞ −t2

2

та
fηn(t) = exp

[
−t2

2

]
.

Рiвномiрну збiжнiсть доводити не будемо. �

7.3. Застосування центральних граничних теорем
Спочатку зазначимо випадки, коли не можна застосовувати ЦГТ. Нехай ми хочемо оцi-

нити ймовiрнiсть P{ηn < x}, причому мова йде про тi значення x, при яких ця ймовiрнiсть
близька до нуля або одиницi. Якщо ми замiнимо P{ηn < x} → Φ0(x), то вiдносна похибка
може бути дуже великою, оскiльки, хоча рiзниця P{ηn < x} − Φ0(x) рiвномiрна мала по
x, але невiрно твердження, що вiдношення P{ηn < x}/Φ0(x) → 1 рiвномiрно по x, тобто
"хвости"розподiлiв потребують дуже обережної оцiнки.
Оцiнимо, наскiльки сильно може вiдрiзнятися частота вiд ймовiрностi у серiї з n випро-

бувань Бернуллi. Оцiнка ґрунтується на спiввiдношеннi

P
{∣∣∣ηn

n
− p
∣∣∣ > ε

}
= P

{∣∣∣∣ηn − np√
npq

∣∣∣∣ > ε

√
n

pq

}
≈

≈ 1√
2π

−ε
√

n
pq∫

−∞

e−
x2

2 dx +
1√
2π

∞∫
ε
√

n
pq

e−
x2

2 dx = 2Φ0

(
−ε

√
n

pq

)
.

Оскiльки p + q = 1, то pq = p(1 − p) = 1
4
− 1

4
+ p − p2 = 1

4
− (1

2
− p)2, тобто pq + (1

2
− p)2 = 1

4
,

звiдки pq ≤ 1
4
. Тодi

2Φ0

(
−ε

√
n

pq

)
≤ 2Φ0

(−2ε
√

n
)

.
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Звiдси має мiсце оцiнка

P
{ηn

n
−ε<p<

ηn

n
+ε
}
≈1−2Φ0

(
−ε

√
n

pq

)
≥1−2Φ0

(−2ε
√

n
)

.

Таким чином, якщо вiдома кiлькiсть успiхiв в серiї з n випробувань Бернуллi, можна побуду-
вати iнтервал (ηn/n−ε, ηn/n+ε), який буде мiстити iстинне (невiдоме) значення ймовiрностi
p з довiльною заданою ймовiрнiстю 1 − α. Для цього просто необхiдно за таблицями обрати
значення ε таким, щоб 2Φ0(−2ε

√
n) = α. Тодi

P
{ηn

n
− ε(α) < p <

ηn

n
+ ε(α)

}
= 1 − α . (7.29)

Iнтервал
(ηn

n
− ε(α),

ηn

n
+ ε(α)

)
називається довiрчим iнтервалом з рiвнем довiри 1 − α.

Нехай ξ1, ξ2, . . . - незалежнi випадковi величини, Mξk = µ, Dξk = σ2 для усiх k. Закон
великих чисел (6.5) стверджує, що при n → ∞ є справедливою рiвнiсть

P

{∣∣∣∣ξ1 + . . . + ξn

n
− µ

∣∣∣∣ > ε

}
= 0 .

Якщо ξ1, ξ2, . . . не тiльки попарно незалежнi (що є достатнiм для застосування закону великих
чисел), але й незалежнi у сукупностi, то можна застосувати теорему (7.27):

P

{∣∣∣∣ξ1+ . . .+ξn

n
−µ

∣∣∣∣>ε

}
=P

{∣∣∣∣ξ1+ . . .+ξn−nµ

σ
√

n

∣∣∣∣ > ε
√

n

σ

}
=

= P

{
ηn < −ε

√
n

σ

}
+ P

{
ηn >

ε
√

n

σ

}
= 2Φ0

(
−ε

√
n

σ

)
.

Iз таблиць випливає, що при ε
√

n
σ = 3 (тобто ε = 3σ√

n
) ймовiрнiсть

P

{
|ηn| <

ε
√

n

σ

}
= 1 − 2Φ0

(
−ε

√
n

σ

)
(7.30)

дорiвнює 0.997. Це є правило 3 σ.



Роздiл 8

Математична статистика

Теорiя ймовiрностей вивчає математичнi моделi експериментiв iз випадковим результатом.
Математична статистика вивчає питання, що виникають при порiвняннi цих моделей iз ре-
альнiстю.

8.1. Розподiл ортогональних проекцiй

Нехай 
ξ - випадковий вектор в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn з базисом {
ei}: 
ξ =
n∑

i=1

ξi
ei. Розглянемо скалярний добуток у цьому просторi
(

ξ, 
η
)

=
n∑

i=1

ξiηi Величини ξi =
(

ei, 
ξ
)

(проекцiї вектора) є випадковими величинами.
Нехай A - лiнiний оператор в Rn. Тодi 
η = A
ξ є випадковим вектором, причому

ηi = (
ei, 
η) =
(

ei, A
ξ

)
=

n∑
j=1

aijξj , (8.1)

де величини aij = (
ei, A
ej) є матричними елементами оператора A в ортономованому базисi
{
ei}. Вiдповiдну матрицю будемо позначати Ă. Перейдемо до нового ортонормованого базису
{
e′i} за допомогою ортогонального перетворення U


e′i = U
ei, i = 1, . . . , n ,

яке має такi властивостi (Ŭ - матриця перетворення U)

ŬT = Ŭ−1, det Ŭ = ±1 . (8.2)

У новому базисi матричнi елементи a′
ij оператора A обчислюються за формулами

a′
ij =
(

e′i, A
e′j

)
= (U
ei, AU 
ej) =

(

ei, U

+AU 
ej

)
=

n∑
k,l=1

uT
ikaklu

T
lj .

Нагадаємо, що внаслiдок (8.2) (
x, 
y) = (U
x, U
y) i норма вектора зберiгається ‖
x‖ = ‖U
x‖, де
‖
x‖ =

√
(
x, 
x).

74
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Нехай L - лiнiйний пiдпростiр Rn i L⊥ - ортогональне доповнення L в Rn, тобто

L⊥ = {
x ∈ Rn, (
x, 
y) = 0, 
y ∈ L} . (8.3)

Покажемо, що розклад


x = 
x1 + 
x2, 
x1 ∈ L, 
x2 ∈ L⊥ (8.4)

є единим. Дiйсно, iз рiвностi 
x = 
x′
1 + 
x′

2,

x′
1 ∈ L, 
x′

2 ∈ L⊥ i лiнiйностi пiдпросторiв L та L⊥

випливає ( 
x1− 
x′
1)+( 
x2− 
x′

2) = 0. Оскiльки
(
( 
x1 − 
x′

1), ( 
x2 − 
x′
2)
)
, то ‖ 
x1− 
x′

1‖2 +‖ 
x2− 
x′
2‖2 =

0 =⇒ 
x1 = 
x′
1, 
x2 = 
x′

2. Таким чином, кожному вектору 
x ∈ Rn розклад (8.4) ставить у
вiдповiднiсть вектор 
x1 ∈ L, або


x1 = Π
x , (8.5)

де Π - оператор проектування на L, (ортогональний проектор).
Властивостi оператора проектування Π:

1) Π - лiнiйний оператор. Дiйсно, нехай


x = 
x1 + 
x2, 
y = 
y1 + 
y2, 
x1, 
y1 ∈ L, 
x2, 
y2,∈ L⊥ .

Тодi
α
x + β
y = (α
x1 + β 
y1) + (α
x2 + β 
y2), α 
x1, β 
y1 ∈ L, α 
x2, β 
y2,∈ L⊥ .

Як наслiдок

Π(α
x + β
y) = α
x1 + β 
y1 = αΠ
x + βΠ
y . (8.6)

2) Π - самоспряжений оператор, тобто для будь-яких 
x, 
y ∈ Rn

(Π
x, 
y) = (
x, Π
y) . (8.7)

Дiйсно
(Π
x, 
y) = ( 
x1, 
y) = ( 
x1, 
y1) = (
x, 
y1) = (
x, Π
y) .

3) Π2 = Π . (8.8)

Дiйсно, для довiльного 
x ∈ Rn має мiсце

Π
x = 
x1 = Π 
x1 = Π (Π
x) .

Властивостi 1)-3) є необхiдними i достатними для того, щоб оператор Π був ортогональним
проектором.
Визначимо вiдстань вiд вектора 
x до L

ρ(
x, L) = inf {‖
x − 
y‖, 
y ∈ L} . (8.9)

Тодi
ρ(
x, L) = ‖
x − Π
x‖ .
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Дiйсно, для довiльного 
y ∈ L маємо

Π
x − 
y ∈ L та 
x − Π
x = (I − Π)
x ∈ L⊥ .

Як наслiдок

‖
x − 
y‖2 = ‖
x − Π
x + Π
x − 
y‖2=‖
x − Π
x‖2 + ‖Π
x − 
y‖2 ≥ ‖
x − Π
x‖2,

причому рiвнiсть виконується тiльки у випадку Π
x = 
y.

Теорема 21. Нехай 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) випадковий вектор, координати якого незалежнi у су-
купностi i нормальнi N(0, σ2). Якщо U - оператор ортогонального перетворення в Rn, то
розподiл вектора 
η = U
ξ спiвпадає з розподiлом вектора 
ξ.

� Маємо

p
ξ(
x)=pξ1...ξn(x1, . . ., xn)=

n∏
i=1

1√
2πσ

e
−

x2
i

2σ2 =

(
1√
2πσ

)n

e
−

(
x, 
x)

2σ2 . (8.10)

Далi (якщо η = Aξ)∫
D

p
η(
y)d
y = P {
η ∈ D}=P
{
A
ξ ∈ D

}
=P
{


ξ ∈ A−1D
}

=

=
∫

A−1D

p
ξ(
x)d
x =
∫
D

p
ξ(A
−1
y) |det A−1| d
y .

Звiдси

p
η(
x) = p
ξ(A
−1
x)
∣∣det A−1

∣∣ , (8.11)

i якщо A = U , то вiдповiдно до (8.10) та (8.11) маємо

p
η(
x)=p
ξ(U
−1
x)=

(
1√
2πσ

)n

exp

[
−(U−1
x, U−1
x)

2σ2

]
=p
ξ(
x) . (8.12)

Звiдси випливає, що координати вектора η незалежнi у сукупностi та нормальнi N(0, σ2). �
Очевидно, що твердження теореми можна сформулювати iнакше: якщо координати ξ1, . . . , ξn

випадкового вектора 
ξ незалежнi у сукупностi i нормальнi N(0, σ2) у деякому ортонормова-
ному базисi Rn, то вони незалежнi у сукупностi i нормальнi N(0, σ2) i в будь-якому iншому
ортонормованому базисi Rn.

Наслiдок 21.3. Нехай Rk - k-вимiрний лiнiйний пiдпростiр Rn, i Πk - оператор проекту-
вання на Rk. Якщо виконанi умови теореми (8.12), то випадкова величина

‖Πk

ξ‖2 ≡

(
Πk


ξ, 
ξ
)

=
(
Πk


ξ, Πk

ξ
)

(8.13)

розподiлена як випадкова величина σ2χ2
k.
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Доведення не приводимо.

Наслiдок 21.4. Нехай Π1 - оператор ортогонального проектування на одновимiрний пiд-
простiр R1, що натягнутий на одиничний вектор 
e, тобто Π1


ξ = (
e, 
ξ)
e. Якщо випадковий
вектор 
ξ задовольняє умовам теореми, то випадкова величина

τn−1 =
(
e, 
ξ)[

‖(I − Π1)
ξ‖2/(n − 1)
]1/2

(8.14)

має розподiл Ст’юдента з n − 1 степенями свободи.

� Нагадаємо, що розподiл Ст’юдента з k степенями свободи має випадкова величина τk =
η⎡⎣χ2

k
k

⎤⎦1/2
, якщо η ∈ N(0, 1), χ2

k ∈ χ2
розподiл, або якщо η ∈ N(0, σ2) та τk =

η⎡⎣σ2χ2
k

k

⎤⎦1/2
.

Згiдно з теоремою (8.12) величина (
e, 
ξ) ∈ N(0, σ2) i не залежить вiд ‖(I −Π1)
ξ‖2. Одначасно
‖(I − Π1)
ξ‖2 = σ2χ2

n−1. �.
Розглянемо окремий випадок, коли 
e = 1√

n

∑n
i=1 
ei. Тодi координати вектора Π1


ξ дорiв-
нюють (

Π1

ξ
)

j
=
[
(
e, 
ξ)
e

]
j
=

1

n

n∑
i=1

ξi, j = 1, . . . , n ,

тобто всi координати вектора Π1

ξ однаковi. Далi, вектор (I − Π1)
ξ має координати(

(I − Π1)
ξ
)

j
=
(

ξ − Π1


ξ
)

j
= ξj − 1

n

n∑
i=1

ξi, j = 1, . . . , n .

Тодi у цьому випадку величина (8.14) набуває вигляду

τn−1=
(
e, 
ξ)[

‖(I − Π1)
ξ‖2/(n − 1)
]1/2

=

1√
n

n∑
i=1

ξi[
1

n−1

n∑
j=1

(
ξj − 1

n

n∑
i=1

ξi

)2
]1/2

. (8.15)

У випадку, коли ξi, i = 1, . . . , n незалежнi у сукупностi i нормальнi N(µ, σ2), то у формулi
(8.15) замiсть 
ξ треба пiдставити вектор 
ξ − 
m, де 
m = µ

∑
i 
ei. Тодi випадкова величина

τn−1=

(

e, (
ξ − 
m)

)
[
‖(I − Π1)
ξ‖2/(n − 1)

]1/2
=

1√
n

n∑
i=1

(ξi − µ)[
1

n−1

n∑
j=1

(
ξj − 1

n

n∑
i=1

ξi

)2
]1/2

(8.16)

має розподiл Ст’юдента з n − 1 степенями свободи. Тут ми використали той факт, що (I −
Π1)
m = 0.
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8.2. Оцiнка математичного сподiвання при вiдомiй дис-
персiї

Нехай ξi, i = 1, n, нормальнi N(µ, σ2), причому дисперсiя σ2 є вiдомою, а математичне сподi-
вання µ – невiдомо. Нехай {ξi} незалежнi у сукупностi. Послiдовнiсть ξ1, . . . , ξn називається
випадковою виборкою iз нормального розподiлу N(µ, σ2) об’ємом n.

Оскiльки випадкова величина 1
n

n∑
i=1

ξi нормальна N(µ, σ2

n
), то випадкова величина

η =

(
1

n

n∑
i=1

(ξi − µ)

) √
n

σ
(8.17)

є нормальною N(0, 1), i, як наслiдок, можна пiдрахувати ймовiрнiсть

P {|η| < ε} =
1√
2π

ε∫
−ε

e−
x2

2 dx = Φ0(ε) − Φ0(−ε) .

Задамо значення α, 0 < α < 1, i за таблицями нормального розподiлу визначимо таке ε > 0,
для якого

P

{
−ε <

(
1

n

n∑
i=1

(ξi − µ)

) √
n

σ
< ε

}
=Φ0(ε) − Φ0(−ε)=1 − α . (8.18)

При цьому випадкова величина η (8.17) може опинитися зовнi iнтервала (−ε, ε) лише iз
ймовiрностю α. Вираз (8.18) можна переписати iнакше

P

{
1

n

n∑
i=1

ξi − εσ√
n

< µ <
1

n

n∑
i=1

ξi +
εσ√
n

}
= 1 − α . (8.19)

Вiдповiдно до (8.19) iстинне значення математичного сподiвання µ лежить у випадковому
iнтервалi(

1

n

n∑
i=1

ξi − εσ√
n

,
1

n

n∑
i=1

ξi +
εσ√
n

)
(8.20)

з ймовiрностю 1 − α. Iнтервал (8.20) називається iнтервальною оцiнкою параметра µ, або
довiрчим iнтервалом для параметра µ (з рiвнем довiри (1 − α) · 100%).

8.3. Оцiнка дисперсiї при вiдомому математичному спо-
дiваннi

Нехай маємо ту ж саму послiдовнiсть ξi iз N(µ, σ2), але µ - вiдомо, а σ2 - невiдомо.
Тодi випадковi величини (ξi − µ), i = 1, n, ∈ N(0, σ2) i незалежнi у сукупностi. Як наслiдок

величина
n∑

i=1

(ξi − µ)2 має розподiл σ2χ2
n з n степенями свободи.
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Якщо заданi величини ε1 > 0 та ε2 > 0, то за таблицями χ2-розподiлу можна пiдрахувати
ймовiрнiсть

P
{
ε1 < χ2

n < ε2

}
= 1 − α . (8.21)

Але при заданому α, 0 < α < 1 величини ε1 та ε2 обчислюються неоднозначно. Тому звичайно
припускають

P
{
χ2

n ≤ ε1

}
= P
{
χ2

n ≥ ε2

}
=

α

2
.

Тодi виконується умова (8.21) i в результатi отримаємо

P

{
ε1 <

1

σ2

n∑
i=1

(ξi − µ)2 < ε2

}
= 1 − α ,

або

P

{
1

ε2

n∑
i=1

(ξi − µ)2 < σ2 <
1

ε1

n∑
i=1

(ξi − µ)2

}
= 1 − α ,

або

P

{
1

ε2
‖
ξ − 
m‖2 < σ2 <

1

ε1
‖
ξ − 
m‖2

}
= 1 − α . (8.22)

Вiдповiдно до (8.22) iстинне значення дисперсiї σ2 лежить у випадковому iнтервалi(
1

ε2
‖
ξ − 
m‖2 ,

1

ε1
‖
ξ − 
m‖2

)
(8.23)

з ймовiрностю 1 − α. Iнтервал (8.23) називається iнтервальною оцiнкою параметра σ2, або
довiрчим iнтервалом для параметра σ2 (з рiвнем довiри (1 − α) · 100%).

8.4. Оцiнка математичного сподiвання при невiдомiй дис-
персiї

Вiдповiдно до (8.16) величина τn−1 має розподiл Ст’юдента з n − 1 степенями свободи.
За таблицями значень розподiлу Ст’юдента для заданого α ∈ (0, 1) можна визначити ε таке,
щоб P {|τn−1| < ε} = 1 − α. Або

P

{
1

n

n∑
i=1

ξi−ε‖(I−Π1)
ξ‖√
n(n − 1)

<µ<
1

n

n∑
i=1

ξi+
ε‖(I−Π1)
ξ‖√

n(n − 1)

}
=1−α . (8.24)

Зазначимо, що тут

‖(I − Π1)
ξ‖ =

√√√√ n∑
i=1

(
ξi − 1

n

n∑
k=1

ξk

)2

.
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Вiдповiдно до (8.24) iстинне значення математичного сподiвання µ лежить у випадковому
iнтервалi (

1

n

n∑
i=1

ξi − ε‖(I − Π1)
ξ‖√
n(n − 1)

,
1

n

n∑
i=1

ξi +
ε‖(I − Π1)
ξ‖√

n(n − 1)

)
з ймовiрнiстю 1 − α.

8.5. Оцiнка дисперсiї при невiдомому математичному
сподiваннi

Вiдповiдно до (8.13) маємо∥∥∥(I − Π1)(
ξ − 
m)
∥∥∥2 =

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2

= σ2χ2
n−1 .

За заданим α ∈ (0, 1)1 визначимо ε1 та ε1 за умовами

P
{
χ2

n−1 ≤ ε1

}
= P
{
χ2

n−1 ≥ ε2

}
=

α

2
.

Тодi

P

{
ε1 <

1

σ2

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2 < ε2

}
= 1 − α ,

або
P

{
1

ε2

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2 < σ2 <

1

ε1

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2} = 1 − α .

Випадковий iнтервал(
1

ε2

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2 ,

1

ε1

∥∥∥(I − Π1)
ξ
∥∥∥2) = 1 − α (8.25)

є iнтервальною оцiнкою дисперсiї σ2 при невiдомому математичному сподiваннi µ (з рiвнем
довiри (1 − α) · 100%).

8.6. Точковi оцiнки

Нехай 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) випадкова вибiрка iз розподiлу F (x, 
θ), що залежить вiд параметра

θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ, i нехай τ(
θ) - вiдома функцiя, що визначена на Θ. Необхiдно обчислити
τ(
θ), але аргумент невiдомий. У цьому випадку єдина доступна iнформацiя про τ(
θ) мiститься
у виборцi 
ξ, i найкраще, що ми можемо зробити, це побудувати оцiнку τ(
θ), що базується на
виборцi 
ξ. Тобто, необхiдно побудувати функцiю t(·), що визначена на виборочному просторi
Rn, з метою використати статистику t(
ξ) замiсть τ(
θ). Статистика t(
ξ) називається точковою
оцiнкою τ(
θ), i ми припускаємо, що розподiл t(
ξ) концентрується бiля значення τ(
θ), де 
θ -
параметр розподiлу вибiрки 
ξ.

Приклад 45. Нехай 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вибiркою iз нормального розподiлу N(µ, σ2), 
θ =
(µ, σ2), Θ = {−∞ < µ < ∞, 0 ≤ σ2}. Розглянемо статистику

µ̂n = t(
ξ) =
1

n

n∑
j=1

ξj . (8.26)
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� Визначимо математичне сподiвання M
θ i дисперсiю D
θ в розподiлi F (·, 
θ). Маємо

M
θµ̂n =
1

n

n∑
j=1

M
θξj = µ . (8.27)

Тодi, якщо як оцiнку математичного сподiвання µ = τ(
θ) ми будемо використовувати µ̂n, ми
не будемо робити систематичної похибки в тому розумiннi, що

M
θ(µ̂n − µ) = 0 .

Оцiнки, що мають властивiсть (8.27), називаються незмiщеними.
Далi маємо

M
θ(µ̂n − µ)2 = D
θµ̂n =
1

n2

n∑
j=1

D
θξj =
σ2

n
.

Тобто D
θµ̂n → 0, n → ∞, i вiдповiдно до (6.3) µ̂n за ймовiрнiстю прямує до µ при n → ∞.
Це означає, що розподiл µ̂n концентрується навколо µ, оскiльки

P{|µ̂n − µ| > ε|
θ} ≤ σ2

nε2
−→ 0, n → ∞ (8.28)

для довiльного ε > 0. �
Оцiнки, що мають властивiсть (8.28), називаються слушними. Це бажана властивiсть

оцiнок, але вона не визначає якостi оцiнок при фiксованому n. Ми можемо якiсть оцiнки
визначити як вiдхилення µ̂n вiд µ та задати її числом

M
θ(µ̂n − µ)2 .

Природно, чим менше ця величина, тим краще оцiнка. Видно, що для незмiщеної оцiнки
ця якiсть визначається дисперсiєю. Тому найкращу оцiнку µ можна визначити як оцiнку iз
мiнiмальною дисперсiєю серед усiх незмiщених оцiнок.
Дослiдимо роль незмiщеностi. Нехай є k незалежних вибiрок 
ξ1 = (ξ1

1, . . ., ξ1
n1

), . . ., 
ξk =

(ξk
1 , . . . , ξ

k
nk

) iз розподiлу F (x, 
θ). На основi цих вибiрок побудуємо оцiнки t1(
ξ
1), . . . , tk(
ξ

k)

значення τ(
θ), причому

M
θti(

ξi) = τ(
θ) + εi, D
θti(


ξi) = σ2
i ≤ σ2, i = 1, k . (8.29)

Побудуємо статистику

Tk =
1

k

k∑
j=1

tj(
ξ
j) , (8.30)

i знайдемо

M
θTk =
1

k

k∑
j=1

M
θtj(

ξj) = τ(
θ) +

1

k

k∑
j=1

εi (8.31)
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та

D
θTk =
1

k2

k∑
j=1

σ2
j ≤ σ2

k
→ 0, k → ∞ . (8.32)

Якщо змiщення 1
k

k∑
j=1

εi не прямує до нуля при k → ∞, то Tk при k → ∞ не збiгається до

справжнього значення τ(
θ). Якщо, наприклад, εj = ε, то Tk збiгається за ймовiрнiстю до
τ(
θ) + ε, що є небажаним. З iншого боку, якщо εj = 0, j = 1, k, то ми отримаємо додавання
iнформацiї про τ(
θ), що мiститься в незалежних незмiщених оцiнках tj(
ξ

j) (тобто зникає
iнформацiя про τ(
θ)).
Разом з тим очевидно, що якщо ми маємо оцiнку t̆ iз мiнiмальним вiдхиленням

M
θ

(
t̆ − τ(
θ)

)2

= min
t

M
θ

(
t − τ(
θ)

)2

, (8.33)

то за iнших рiвних умов вимога щодо незмiщеностi може лише збiльшити вiдхилення (8.33),
оскiльки умова M
θt = τ(
θ) звужує клас оцiнок, на яких шукається мiнiмум в (8.33). Бiльш
того, клас незмiщених оцiнок взагалi може виявитися порожнiм.

Приклад 46. Нехай ξ - кiлькiсть успiхiв у послiдовностi n незалежних iспитiв Бернуллi
iз невiдомою ймовiрнiстю p = θ, 0 < θ ≤ 1 , i нехай необхiдно знайти незмiщену оцiнку
τ(θ) = 1/θ.

� Для будь-якої оцiнки t(ξ) повинна виконуватися рiвнiсть

M
θt(ξ) =

n∑
i=0

Ci
nθ

i(1 − θ)n−it(i) =
1

θ

для всiх θ ∈ (0, 1]. Але це неможливо, оскiльки для довiльної функцiї t(·) при θ → 0 має
мiсце рiвнiсть: Mθt(ξ) = C0

nt(0) , а в той же час θ−1 → ∞. �
Розглянемо далi статистику

σ̂2
n =

1

n − 1

n∑
j=0

(ξj − µ̂n)2 =
‖(I − Π1)
ξ‖2

n − 1
, (8.34)

де 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вибiркою iз N(µ, σ2). Згiдно з (8.13) статистика (8.34) має розподiл
σ2

n − 1
χ2

n−1. Тодi

M
θσ̂
2
n = σ2

n−1
Mχ2

n−1 = σ2 ,

D
θσ̂
2
n = σ4

(n−1)2
Dχ2

n−1 = 2σ4

n−1
→ 0, n → ∞ .

Таким чином, σ̂2
n є незмiщеною (слушною) оцiнкою σ2 = τ(
θ), 
θ = (µ, σ2). У той же час

M
θ

(
1

n
‖(I−Π1)
ξ‖2−σ2

)2

=
σ4

n2

[
2(n−1) + (n−1)2

]−
−2

σ4

n
(n−1) + σ4 = (

2

n
− 1

n2
)σ4 < D
θσ̂

2
n, n = 1, 2, . . .
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Тому для кожного n = 1, 2, . . . статистика

σ̃2
n =

1

n
‖(I − Π1)
ξ‖2

менше вiдхиляється вiд σ2, чим σ̂2
n, хоча i має змiщення, оскiльки

M
θσ̃
2
n = σ2 − σ2

n
.

Внаслiдок того, що M
θ(σ̃
2
n − σ2) = −σ2

n
→ 0 при n → ∞, i того, що

D
θ(σ̃
2
n − σ2) = M
θ(σ̃

2
n − σ2)2 − σ4

n2
=

2n − 2

n2
→ 0, n → ∞ ,

оцiнка σ̃2
n збiгається за ймовiрнiстю до σ2, тобто є слушною. В даному випадку змiщенiй

оцiнцi дисперсiї σ̃2
n треба вiддати перевагу перед незмiщеною σ̂2

n.
Статистики µ̂n (8.26) i σ̂2

n (8.34) як оцiнки для математичного сподiвання i дисперсiї
зберiгають ряд властивостей i без припущення про нормальнiсть вибiрки. Дiйсно, нехай

ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вибiркою iз довiльного розподiлу, причому

Mξi = µ, Dξi = σ2, i = 1, n .

Тодi

Mµ̂n = µ, Dµ̂n =
σ2

n
.

Тобто µ̂n є незмiщеною i слушною оцiнкою µ. Далi

‖(I − Π1)
ξ‖2 = ‖(
ξ − 
m) − Π1(
ξ − 
m)‖2 = ‖
ξ − 
m‖2−

−‖Π1(
ξ − 
m)‖2 =
n∑

i=1

(ξi − µ)2 − n

(
1

n

n∑
i=1

(ξi − µ)

)2

,

де 
m = (µ, . . . , µ). Тодi

M‖(I − Π1)
ξ‖2 = nσ2 − σ2 = (n − 1)σ2 ,

i вiдповiдно до (8.34) маємо

Mσ̂2
n =

1

n − 1
(n − 1)σ2 = σ2 .

Тобто, i без припущення про нормальнiсть розподiлу, статистика σ̂2
n є незмiщеною оцiнкою

σ2
n. Але без додаткових припущень про розподiл нiчого не можна сказати про слушнiсть
оцiнки σ̂2

n. Що стосується σ̃2
n, то у цьому випадку вона втрачає свої переваги перед σ̂2

n.
Таким чином, важливими для нас є такi властивостi оцiнок:

1) Незмiщеннiсть: M
θt(

ξ) = τ(
θ);

2) Мiнiмальнiсть вiдхилення: M
θ

(
t(
ξ) − τ(
θ)

)2

∼ min. Зокрема, для незмiщених оцiнок це
мiнiмальнiсть дисперсiї;
3) Слушнiсть: tn(
ξ)

p−→ τ(
θ), n → ∞.
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8.7. Ефективнi оцiнки

При деяких припущеннях щодо функцiй розподiлу F (x, 
θ) може бути отримана зручна апрi-
орна оцiнка для якостi оцiнювання, яка вiдома як нерiвнiсть Рао-Крамера. Нехай 
ξ=(ξ1, .., ξn)

- випадкова вибiрка об’ємом n iз розподiлу з густиною p(x, 
θ), x ∈ R1, 
θ ∈ Θ ⊂ Rk. Оскiльки
ξ1, . . . , ξn незалежнi у сукупностi, то густина спiльного розподiлу дорiвнює (
x = (x1, . . . , xn))

L(
x, 
θ) = p(x1, 
θ) . . . p(xn, 
θ) .

У статистичних задачах L(
x, 
θ) розглядається як функцiя двох аргументiв 
x ∈ Rn, 
θ ∈ Θ, i
називається функцiєю правдоподiбностi.
Якщо вибiрку ξ1, . . . , ξn утворюють дискретнi випадковi величини, то функцiя правдопо-

дiбностi визначається як добуток ймовiрностей

L(
x, 
θ) = P (x1, 
θ) . . . P (xn, 
θ) .

Теорема 22. (Рао-Крамера) Нехай Θ = R1; нехай статистика t(
ξ) є незмiщеною оцiн-
кою τ(θ) : Mt(
ξ) = τ(θ); нехай функцiї L(
x, θ) i τ(θ) диференцiйованi по θ; нехай множина
усiх тих 
x ∈ Rn, для яких L(
x, θ) > 0, не залежить вiд θ ∈ Θ i нехай

d

dθ

∫
L(
x, 
θ)d
x =

∫
∂L(
x, 
θ)

∂θ
d
x

та
d

dθ

∫
t(
x)L(
x, 
θ)d
x =

∫
t(
x)

∂L(
x, 
θ)

∂θ
d
x .

Тодi

Dθt(
ξ) ≥

[
dτ(θ)

dθ

]2
Mθ

[
∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ

]2 , (8.35)

причому знак рiвностi стоїть тодi i тiльки тодi, коли рiвнiсть

∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ
= a(θ)

[
t(
ξ) − τ(θ)

]
(8.36)

виконується з ймовiрнiстю одиниця для деякої функцiї a(θ), θ ∈ Θ.

Доведення не приводимо.
Незмiщена оцiнка τ(θ) : Mt(
ξ) = τ(θ) називається ефективною, якщо

Dθt(
ξ) =

[
dτ(θ)

dθ

]2
Mθ

[
∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ

]2 . (8.37)
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Вiдповiдно до (8.36) має мiсце спiввiдношення

Mθ

(
∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ

)2

= Mθ

(
a(θ)
[
t(
ξ) − τ(θ)

])2

= a2(θ)Dθt(
ξ) .

Пiдставляючи його у (8.37) отримаємо

Dθt(
ξ) =

∣∣∣∣ 1

a(θ)

dτ(θ)

dθ

∣∣∣∣ . (8.38)

Приклад 47. Знайти ефективну оцiнку математичного сподiвання для вибiрки 
ξ =
(ξ1, . . ., ξn) iз розподiлу N(θ, σ2) iз вiдомою дисперсiєю σ2.

� У цьому випадку функцiя правдоподiбностi має вигляд

L(
x, θ) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

∑
i

(xi − θ)2

]
, (8.39)

i, як наслiдок,

∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

[
− 1

2σ2

∑
i

(xi − θ)2

]
=

n

σ2

(
1

n

∑
i

xi − θ

)
.

Тодi, вiдповiдно до (8.36), статистика t(
ξ) =
1

n

∑
i

ξi є ефективною оцiнкою свого математи-

чного сподiвання θ. Вiдповiдно до (8.38) дисперсiя цiєї оцiнки дорiвнює

Dθt(
ξ) =

∣∣∣∣∣∣ 1( n

σ2

)
∣∣∣∣∣∣ = σ2

n
.

�

Приклад 48. Знайти ефективну оцiнку дисперсiї для вибiрки 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) iз розподiлу
N(µ, θ2) з вiдомим математичним сподiванням µ.

� У цьому випадку функцiя правдоподiбностi має вигляд

L(
x, θ) =

(
1√
2πθ

)n

exp

[
− 1

2θ2

∑
i

(xi − µ)2

]
,

i, як наслiдок,

∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ
= −n

θ
+

1

θ3

∑
i

(xi − µ)2 =
n

θ3

[
1

n

∑
i

(xi − µ)2 − θ2

]
.
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Тодi, вiдповiдно до (8.36), статистика t(
ξ) =
1

n

∑
i

(ξi − µ)2 є ефективною оцiнкою дисперсiї

θ2. Вiдповiдно до (8.38) дисперсiя цiєї оцiнки дорiвнює

Dθt(
ξ) =

∣∣∣∣∣∣ 2θ( n

θ3

)
∣∣∣∣∣∣ = 2θ4

n
.

Теорема (8.35) залишається вiрною, якщо густину p(
x, θ) замiнити на ймовiрностi, а iнтегру-
вання на пiдсумовування. �

Приклад 49. Знайти ефективну оцiнку параметра θ для вибiрки 
ξ=(ξ1, . . ., ξn) iз розподiлу
Пуассона.

� У цьому випадку функцiя правдоподiбностi має вигляд

L(
x, θ) =
∏

i

θxi

xi!
e−θ ,

i, як наслiдок,

∂ ln L(
ξ, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

∑
i

(−θ + xi ln θ − ln xi!) =
n

θ

(
1

n

∑
i

xi − θ

)
.

Тодi, вiдповiдно до (8.36), статистика t(
ξ) =
1

n

∑
i

ξi є ефективною оцiнкою параметра θ.

Вiдповiдно до (8.38) дисперсiя цiєї оцiнки дорiвнює

Dθt(
ξ) =

∣∣∣∣ 1

n/θ

∣∣∣∣ = θ

n
.

�

8.8. Оцiнки максимальної правдоподiбностi

Нехай L(
x, 
θ), 
θ ∈ Θ, 
x ∈ Rn - функцiя правдоподiбностi. Оцiнкою максимальної правдо-

подiбностi називається статистика 
̂θ = 
̂θ(
ξ), яка задовольняє умовi: L(
x, 
̂θ) ≥ L(
x, 
θ) для усiх

θ ∈ Θ, або, що те ж саме,

L(
ξ, 
̂θ) = max

θ∈Θ

L(
ξ, 
θ) .

Нехай Θ - пiдмножина k - вимiрного евклiдового простору Rk, функцiя правдоподiбностi
L(
x, 
θ) диференцiйована по 
θ ∈ Θ i досягає максимуму по 
θ у внутрiшнiй точцi Θ для кожного

x ∈ Rn. У цьому випадку оцiнка максимальної правдоподiбностi задовольняє рiвнянням

∂ ln L(
x, 
θ)

∂θi

∣∣∣∣∣

θ=
̂θ(
x)

= 0 , i = 1, k . (8.40)
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Рiвняння (8.40) є необхiдними умовами максимуму i називаються рiвняннями максимальної
правдоподiбностi.
Якщо 
x = (x1, . . . , xn) - спостережене значення вибiрки 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) iз дискретного роз-

подiлу з параметрами 
θ, то L(
x, 
θ) = P{ξ1 = x1, . . . , ξn = xn|
θ} ймовiрнiсть того, що 
x = 
ξ. За

оцiнку максимальної правдоподiбностi 
̂θ(
x) приймається те значення параметра 
θ, при якому
ймовiрнiсть отримати спостережене значення 
x вибiрки 
θ приймає максимальне значення. Це
пояснює змiст принципу максимальної правдоподiбностi: як значення невiдомого параметра
пропонується приймати те, при якому ймовiрнiсть спостереженої реалiзацiї вибiрки приймає
максимальне значення.
Приклад 50. Знайти оцiнку максимальної правдоподiбностi для 
θ = (µ, σ2) на пiдставi
вибiрки 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) iз N(µ, σ2).

� Оскiльки

L(
x, θ) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

∑
i

(xi − µ)2

]
,

то (8.40) приймає вигляд
∂ ln L(
x, 
θ)

∂µ
=

1

σ2

∑
i

(xi − µ) = 0 ,

∂ ln L(
x, 
θ)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

∑
i

(xi − µ)2 = 0 .

Звiдси випливає оцiнка максимальної правдоподiбностi


̂θ = (µ̃, σ̃2) , µ̃ =
1

n

∑
i

xi , σ̃2 =
1

n

∑
i

(xi − µ̃)2 .

�

8.9. Достатнi статистики
Звернемо увагу на те, що при побудовi точкових оцiнок найчастiше не використовується вся
iнформацiя, що мiститься у виборцi. Наприклад, для оцiнки математичного сподiвання за
вибiркою достатньо знати лише значення суми ξ1 + . . .+ ξn, а не кожної випадкової величини
ξi окремо. Аналогiчно, при вiдомому µ для оцiнки дисперсiї достатньо знати суму

∑
i(ξi−µ)2

тощо.
Виявляється, що в багатьох випадках для оцiнювання параметра 
θ функцiї розподiлу

F (x, 
θ) за вибiркою ξ1, . . . , ξn можна вказати статистику


T (
ξ) =
(
T1(
ξ), . . . , Tm(
ξ)

)
, m < n , (8.41)

яка у деякому розумiннi мiстить усю iнформацiю про параметр 
θ.
Означення. Статистика 
T (
ξ) (8.41) називається достатньою для родини густин (ймовiрнос-
тей) L(
x, 
θ), 
θ ∈ Θ, 
x ∈ Rn, якщо умовний розподiл випадкового вектора 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) за
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умови 
T (
ξ) = 
t не залежить вiд 
θ. На практицi зручною є така необхiдна i достатня умова
достатностi статистики 
T (
ξ).

Теорема 23. (Про факторизацiю) 
T (
ξ) є достатньою статистикою тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя правдоподiбностi може бути представлена у виглядi:

L(
x, 
θ) = g
(


T (
x), 
θ
)
· h(
x), 
x ∈ Rn, 
θ ∈ Θ .

Доведення не приводимо.

Приклад 51. Знайти достатню статистику для нормального розподiлу.

� У випадку розподiлу N(θ, σ2) функцiя правдоподiбностi має вигляд (8.39)

L(
x, θ) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

∑
i

(xi − θ)2

]
=

=

{
exp

[
θ

σ2

∑
i

xi−nθ2

2σ2

]}
·
{(

1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

∑
i

x2
i

]}
=

= g
(


T (
x), 
θ
)
· h(
x) .

Таким чином, у нашому випадку, 
T (
x) = T (
x) =
∑

i

xi є достатньою статистикою. �

8.10. Лiнiйна модель вимiрiв

Нехай в експериментi ми отримали випадковий вектор вимiрiв 
ξ = (ξ1, . . . , ξn)

ξi = ai1α1 + . . . + aikαk + νi, k ≤ n , (8.42)

де 
ν = (ν1, . . . , νn) - випадковий вектор похибок. Коефiцiєнти aij нам вiдомi i необхiдно визна-
чити вектор параметрiв 
α = (α1, . . . , αk). Природно вважати, щоMνi = 0 (тобто систематичнi
похибки вiдсутнi).
Нехай вимiри (8.42) незалежнi у сукупностi i мають однакову точнiсть, яка визначається

дисперсiєю Mν2
i = σ2. Але тут дисперсiя σ2 невiдома. Окрiм цього, стовпчики прямокутної

матрицi A = (aij) будемо вважати лiнiйно незалежними. Задача полягає в тому, щоб за ре-
зультатами вимiрiв 
ξ оцiнити 
α та σ2. Це є так звана обернена задача, коли за даними вимiрiв
необхiдно визначити такi параметри об’єкта або явища, що безпосередньо не спостерiгаються.
В математичнiй статистицi ця задача називається задачею аналiзу лiнiйної регресiї.
Перепишемо (8.42) у виглядi


ξ = A
α + 
ν, 
α ∈ Rk .

Лiнiйну незмiщену оцiнку параметра 
α можна шукати у виглядi


̂α = B
ξ ,
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де B - невiдома прямокутна матриця (k × n). Вимога незмiщеностi приводить до умови

M
̂α = BM
ξ = B(AM
α + M
ν) = BA
α .

Оскiльки 
α заздалегiдь невiдома, звiдси випливає, що M
̂α = 
α, i далi

(BA)ij = δij , (одинична матриця) . (8.43)

Обчислимо дисперсiю компонент α̂j.

Dα̂j =
n∑

i=1

(bji)
2Dξi = σ2

n∑
i=1

(bji)
2 = σ2(BBT )jj . (8.44)

Таким чином, задача визначення незмiщеної оцiнки мiнiмальної дисперсiї приводиться до
задачi на мiнiмум дисперсiї (8.44) при обмеженнях (8.43). Для розв’язку цiєї задачi вико-
ристаємо метод невизначених множникiв Лагранжа. Нехай вiдповiдна функцiя Лагранжа
дорiвнює

L = (BBT )jj − 2

k∑
l=1

Λjl [(BA)jl − δjl] ,

де Λjl - множники Лагранжа. Маємо

∂L

∂bji

= 2bji − 2
k∑

l=1

Λjlail = 0, i = 1, n ,

або у матричному виглядi B = ΛAT . Використаємо (8.43)

(ΛAT A)ij =

k∑
l=1

Λil(A
T A)lj = δij ,

або ΛATA = I, Λ = (AT A)−1. I як результат B = (AT A)−1AT , та лiнiйна незмiщена оцiнка
мiнiмальної дисперсiї має вигляд


̂α = (AT A)−1AT 
ξ . (8.45)

Цiкаво, що ця оцiнка спiвпадає з результатом метода найменших квадратiв, коли шука-
ється мiнiмум по 
α величини ‖
ξ − A
α‖2 → ‖
ν‖2. Покажемо це. Нехай α̃ - оцiнка вектора
параметрiв, яку можна знайти за допомогою метода найменших квадратiв, тобто:

min

̃α

‖
ξ − A
̃α‖2 . (8.46)

Одну з компонент вектора, що стоїть пiд знаком норми у (8.46), можна записати у виглядi
ξi −
∑k

ω=1 aiωα̃ω. Якщо визначити вектор


aω =

⎛⎜⎝ a1ω
...

anω

⎞⎟⎠ , (8.47)
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то (8.46) можна переписати

min

̃α

‖
ξ −
k∑

ω=1

α̃ω
aω‖2, (8.48)

де множина 
aω складає лiнiйну оболонку La ⊂ Rn.
Вiдповiдно до (8.47) величину (8.48) можна розглядати як квадрат вiдстанi ρ(
ξ, La), тодi

згiдно (8.9) ця вiдстань дорiвнює

ρ(
ξ, La) = ‖
ξ − Πa

ξ‖ ,

де Πa− оператор проектування на La, а отже

Πa

ξ =

k∑
ω=1

α̃ω
aω = A
̃α ,

де α̃ω мiнiмiзує (8.48) , тобто

∂

∂α̃ω

‖
ξ −
k∑

γ=1

α̃γ
aγ‖2 = 2((
ξ −
k∑

γ=1

α̃γ
aγ),
aω) = 0 ,

або

k∑
γ=1

(
aγ,
aω)α̃γ = (
ξ,
aω) , (8.49)

або
k∑

γ=1

n∑
i=1

aiγaiωα̃γ=

k∑
γ=1

n∑
i=1

aT
ωiaiγα̃γ=

k∑
γ=1

(AT A)ωγα̃γ=[(AT A)
̃α]ω .

Права частина (8.49) дорiвнює

(
ξ,
aω) =

n∑
i=1

ξiaiω =

n∑
i=1

aT
ωiξi = (AT 
ξ)ω .

Тодi
(AT A)
̃α = AT 
ξ ⇒ 
̃α = (AT A)−1AT 
ξ ,

що спiвпадає з оцiнкою (8.45) для 
̂α.



Роздiл 9

Скiнченнi однорiднi ланцюги Маркова

Нагадаємо, що послiдовнiстю n незалежних випробувань ми називаємо ймовiрнiсний про-
стiр (Ωn, Fn, Pn); елементами Ωn є всi можливi послiдовностi (ωi1, . . ., ωin), де ωik ∈ Ω ,
Ω = (ω1, ω2, . . . ) - множина елементарних подiй в кожному випробуваннi, Fn - σ-алгебра усiх
пiдмножин Ωn, при цьому незалежнiсть випробувань зафiксована визначенням ймовiрностi
Pn:

Pn(ωi1, ..., ωin) = pi1 . . . pin ,

де pk = P ({ωk}) - ймовiрнiсть елементарної подiї ωk в одному випробуваннi.
Припустимо, що в послiдовностi n випробувань ймовiрнiсть елементарної подiї в s-ому

випробуваннi залежить вiд елементарної подiї (s− 1)-го випробування та не залежить вiд
елементарних подiй з номерами s − 2, s − 3, . . . , 1. Позначимо цю умовну ймовiрнiсть

pik = P ({ωk} | {ωi}) , 0 ≤ pik ≤ 1 .

У цьому позначеннi використано властивiсть однорiдностi послiдовностi випробувань: ймо-
вiрнiсть подiї ωk в s-ому випробуваннi при умовi, що в (s − 1)-ому випробуваннi вiдбулася
подiя ωi, не залежить вiд номера s.
Нехай заданий розподiл ймовiрностей при першому випробуваннi

P ({ωj}) = aj ; j = 1, 2, . . . ; aj ≥ 0;

∞∑
j=1

aj = 1 .

Тодi ймовiрнiсть подiї {ωiωj} для першого i другого випробувань дорiвнює
P ({ωiωj}) = aipij ,

i аналогiчно для k випробувань

P ({ωi1 . . . ωik}) = aipi1i2pi2i3 ..pik−1ik , i1, .., ik = 1, 2, .. (9.1)

Доведемо, що при k = n∑
(ωi1

...ωin )∈Ωn

Pn({ωi1 . . . ωin}) =

∞∑
i1=1,...,in=1

ai1pi1i2 . . . pin−1in = 1 .

91
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Дiйсно ∑
(ωi1

..ωin)∈Ωn

Pn({ωi1..ωin}) =
∞∑

i1=1,..,in−1=1

ai1pi1i2 ..pin−2in−1

∞∑
in=1

pin−1in =

=
∞∑

i1=1,...,in−1=1

ai1pi1i2 . . . pin−2in−1 = . . . =
∞∑

i1=1

ai1 = 1 .

Надалi для простоти покладемо, що простiр Ω - скiнченний, Ω = (ω1, . . . , ωN).
Скiнченним однорiдним ланцюгом Маркова, що складається iз n випробувань, називає-

ться ймовiрнiсний простiр (Ωn, Fn, Pn), в якому Ωn - множина усiх послiдовностей (ωi1 , .., ωin),
1 ≤ i1, . . . , in ≤ N, Fn - алгебра усiх пiдмножин Ωn i ймовiрнiсть Pn визначена для кожної
елементарної подiї Ωn за допомогою рiвностi (9.1) з k = n, де ai ≥ 0,

∑N
i=1 ai = 1 - початко-

вий розподiл; величини pij ≥ 0,
∑N

j=1 pij = 1 - називаються перехiдними ймовiрностями.
Сукупнiсть ймовiрностей переходу pij, i, j = 1, N , утворює матрицю переходу Π1

Π1 =

⎛⎜⎝ p11 · · · p1N
...

...
pN1 · · · pNN

⎞⎟⎠ .

За означенням pij ≥ 0 i сума елементiв кожного рядка дорiвнює одиницi.
Розглянемо ймовiрнiсть переходу iз стану ωi, яке було реалiзовано в s-ому випробуваннi,

в стан ωj за n крокiв, тобто в стан ωj в (s + n)-ому випробуваннi. Внаслiдок однорiдностi
ланцюга Маркова ця ймовiрнiсть залежить тiльки вiд n (i не залежить вiд s). Позначимо її
pn

ij. Тодi pm
ik є ймовiрнiстю переходу i → k за m крокiв i pn−m

kj є ймовiрнiстю переходу k → j
за (n − m) крокiв. Очевидно, що вiдповiдно до формули повної ймовiрностi

pn
ij =

N∑
k=1

pm
ikp

n−m
kj , m = 1, n − 1, (9.2)

де враховувалась попарна несумiснiсть подiй (ω1, . . . , ωn).
Позначимо Πn матрицю, що складена iз pn

ij. Тодi (9.2) можна переписати

Πn = ΠmΠn−m, m = 1, n − 1,

або

Πn = Π1Πn−1 = Π1Π1Πn−2 = . . . = (Π1)
n (9.3)

- ймовiрнiсть переходу за n крокiв.
Розглянемо окремий випадок: незалежнi випробування. Тодi

Π1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 a2 . . . aN

a1 a2 . . . aN
...

...
...

a1 a2 . . . aN

⎞⎟⎟⎟⎠ . (9.4)
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Далi маємо

Π1Π1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 a2 . . . aN

a1 a2 . . . aN
...

...
...

a1 a2 . . . aN

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

a1 a2 . . . aN

a1 a2 . . . aN
...

...
...

a1 a2 . . . aN

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
a1(a1 + a2 . . . an) a2(a1 + a2 . . . an) . . .
a1(a1 + a2 . . . an) a2(a1 + a2 . . . an) . . .

...
...

...
a1(a1 + a2 . . . an) a2(a1 + a2 . . . an) . . .

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 a2 . . . aN

a1 a2 . . . aN
...

...
...

a1 a2 . . . aN

⎞⎟⎟⎟⎠ = Π1 , (9.5)

тобто

Π1 = Πn = Πn
1 .

Iншими словами, перехiд iз i-го в j-ий стан не залежить вiд i:

pn
ij = pj .

Iнтуїтивно можна очiкувати, що i у випадку довiльного ланцюга Маркова при переходах в
n крокiв вплив початкового розподiлу повинен зменшуватися у тому розумiннi, що

pn
ij → pj при n → ∞

незалежно вiд i. Така гранична матриця переходiв має вигляд матрицi (9.4) i задовольняє
умову

Πk
1 = Π1, k = 1, 2, . . . (9.6)

Умова (9.6) називається ергодичнiстю.
Нехай a1 . . . aN - початковий розподiл ймовiрностей. Визначимо pk

j - абсолютну ймовiр-
нiсть (ймовiрнiсть того, що в k-ому випробуваннi реалiзується ωj). Тодi

p2
j =
∑N

k=1 akpkj ,

p3
j =
∑N

k=1 p2
kpkj =

∑N
k=1

(∑N
l=1 alplk

)
pkj =

=
∑N

l=1 al

(∑N
k=1 plkpkj

)
=
∑N

l=1 alp
2
lj ,

. . .

pn
j =
∑N

k=1 pn−1
k pkj =

∑N
l=1 alp

n−1
lj .

(9.7)

Якщо iснують границi при n → ∞
lim

n→∞
pn

kj = pj, k = 1, N,
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то
lim

n→∞
pn

j =
N∑

l=1

al lim
n→∞

pn−1
lj =

N∑
l=1

alpj = pj .

Тобто, якщо iснує ергодичнiсть, то iснує граничний фiнальний розподiл ймовiрностей p1 . . . pN ,
що не залежить вiд початкового розподiлу a1 . . . aN .
Таким чином, кiнцевий розподiл ймовiрностей p1 . . . pN задовольняє системi рiвнянь

pj = lim
n→∞

pn
j =

N∑
l=1

lim
n→∞

pn−1
l plj =

N∑
l=1

plplj (9.8)

з очевидними додатковими умовами

pj ≥ 0 ,
N∑

j=1

pj = 1 .

При порiвняннi (9.7) i (9.8) видно, що, якщо як початковий розподiл a1, . . ., aN обрати фiналь-
ний розподiл p1, . . . , pN , то розподiл станiв ω1, . . . , ωN не буде змiнюватись вiд випробування
до випробування. Тобто, фiнальний розподiл стацiонарний.
Справедлива наступна рiвнiсть, що є наслiдком ергодичностi. Нехай в кожному станi до

переходу в наступний стан система знаходиться τ секунд. Нехай A - деяка множина станiв,
TA - час, на протязi якого система знаходиться в станах iз множини A, T = nτ - загальний
час функцiонування системи. Тодi, у випадку ергодичностi

lim
nτ=T→∞

(
TA

T

)
=
∑
ωi∈A

pi.

Приклад 52. Нехай є ланцюг Маркова з двома станами ω1 та ω2, ймовiрностями переходу
p11 = p22 = p, p12 = p21 = q, (0 ≤ p ≤ 1, p + q = 1) i початковими ймовiрностями p(ω1) =
a1, p(ω2) = a2, a1 + a2 = 1. Знайти матрицю переходу через n випробувань, абсолютнi
ймовiрностi pn

i i фiнальнi ймовiрностi pi, i = 1, 2.

� В силу (9.3) маємо Πn = Πn
1 . Нехай Π1 =

(
p q
q p

)
- матриця лiнiйного оператора A в

евклiдовому просторi R2 iз базисом 
f1 =

(
1
0

)
i 
f2 =

(
0
1

)
. Знайдемо власнi вектори i

власнi числа оператора A:

A
e = λ
e ,

де 
e =

(
ξ
η

)
, або

∣∣∣∣ p − λ q
q p − λ

∣∣∣∣ = 0 ,

(p − λ)2 = q2 ,
p − λ1 = −q , λ1 = p + q = 1 ,
p − λ2 = +q , λ2 = p − q = c .

}
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Тодi, для λ = λ1 = 1, маємо pξ + qη = ξ
qξ + pη = η

}
. Якщо η = 1, то ξ =

q

1 − p
=

q

q
= 1, тобто


e1 =

(
1
1

)
.

Для λ = λ2 = c, маємо pξ + qη = cξ
qξ + pη = cη

}
. Якщо η = −1, то ξ =

(c − p)(−1)

q
=

(p − q − p)(−1)

q
=

1, тобто


e2 =

(
+1
−1

)
.

В базисi {
e1, 
e2} матриця Π̂1 дiагональна

Π̂1 =

(
1 0
0 c

)
та Π̂n = Π̂n

1 =

(
1 0
0 cn

)
.

Якщо B - матриця переходу вiд базису {
e1, 
e2} до базису {
f1, 
f2}, тобто для довiльного ве-
ктора 
X має мiсце зв’язок мiж його координатами в рiзних базисах


X = B 
X ′ = x1
e1 + x2
e2 ,

X ′ = B−1 
X = x′

1

f1 + x′

2

f2 ,

то справедливi спiввiдношення


Y = Π̂n

X ,


Y ′ = B−1
(
Π̂n


X
)

= B−1Π̂nBB−1 
X = Πn

X ′ ,

Πn = B−1Π̂nB .

Знайдемо компоненти матрицi B. Якщо B =

(
α β
γ δ

)
, то цi компоненти можна знайти

таким чином:


f1 = B
e1 , 
f2 = B
e2 ,

або

1 = α + β , 0 = α − β
0 = γ + δ , 1 = γ − δ

}
,

тобто α = β =
1

2
, γ = −δ =

1

2
. Звiдси

B =
1

2

(
1 1
1 −1

)
та B−1 =

(
1 1
1 −1

)
.
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Тут ми ще раз отримали пiдтвердження вiдомого результату, а саме, перехiд до базису, що
побудований на власних векторах симетричної матрицi, здiйснюється за допомогою матрицi
(в даному випадку B), стовпчики якої пропорцiйнi елементам власних векторiв цiєї симетри-
чної матрицi (в даному випадку векторiв 
e1 та 
e2). Тодi

Πn =
1

2

(
1 1
1 −1

)
·
(

1 0
0 cn

)
·
(

1 1
1 −1

)
=

1

2

(
1 + cn 1 − cn

1 − cn 1 + cn

)
.

Таким чином

pn
11 = (Πn)11 = pn

22 = (Πn)22 =
1

2
[1 + (p − q)n]

pn
12 = (Πn)12 = pn

21 = (Πn)21 =
1

2
[1 − (p − q)n]

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ n = 1, 2, . . .

Тодi, внаслiдок (9.7), маємо

pn+1
1 = a1p

n
11+a2p

n
21 = a1 · 1

2
[1+(p−q)n] +a2 · 1

2
[1−(p−q)n] =

=
1

2
(a1 + a2) +

1

2
(a1 − a2)(p − q)n =

1

2
+

1

2
(a1 − a2)(p − q)n ,

i аналогiчно

pn+1
2 = a1p

n
12 + a2p

n
22 =

1

2
− 1

2
(a1 − a2)(p − q)n .

Звiдки

lim
n→∞

pn
i1 = lim

n→∞
pn

i2 =
1

2

lim
n→∞

pn
1 = lim

n→∞
pn

2 =
1

2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .

Отже, для приклада 52. фiнальний розподiл стацiонарний. �
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Випадковi процеси

Означення. Нехай (Ω, F, P ) - ймовiрнiсний простiр, T - деяка числова множина. Дiйсна фун-
кцiя ξ(t) = f(t, ω), що визначена при t ∈ T, ω ∈ Ω, називається випадковим процесом (випад-
ковою функцiєю), якщо при кожному t ∈ T значення f(t, ω) як функцiя ω ∈ Ω є випадковою
величиною.
Якщо фiксовано ω = ω0, то f(t, ω0) - функцiя вiд t ∈ T називається реалiзацiєю випадко-

вого процесу ξ(t), або вибiрковою функцiєю. Якщо фiксовано t = t0, то випадкова величина
ξ(t0) називається перерiзом випадкового процесу в точцi t = t0.
В кожному перерiзi розподiл ймовiрностей випадкового процесу задається одновимiрною

функцiєю розподiлу F (t, x)= = P{ξ(t) < x}. Бiльш повний опис дає k - вимiрна функцiя
розподiлу випадкового вектора 
ξ = (ξ(t1), . . . , ξ(tk)):

F (t1, x1; . . . ; tk, xk) = P{ξ(t1) < x1, . . . , ξ(tk) < xk} .

Розглянутi вище послiдовностi незалежних випадкових величин ξ1, . . . , ξn або ланцюги Мар-
кова уявляють собою приклади випадкових процесiв.

10.1. Процес Пуассона
Це є приклад процесу iз незалежними приростами. Розглянемо деяку подiю A, яка може
вiдбуватися у випадковi моменти часу, i нехай ξ(t) - кiлькiсть настання подiї A у промiжку
часу довжиною t. Нехай виконано умови:
1) Випадковi величини ξ(tj), j = 1, 2, . . . для промiжкiв часу, що не перетинаються, незалежнi
у сукупностi.
2) Для довiльного промiжку часу ймовiрнiсть настання подiї A у цьому промiжку залежить
тiльки вiд довжини цього промiжку (i не залежить вiд того, де на осi часу вiн розташований)
- властивiсть однорiдностi часу.
3) При t → 0 має мiсце умова

P{ξ(t) = 1} = λt + o(t), λ > 0, P{ξ(t) > 1} = +o(t) .

Умови 1)-3) виконуються для розпаду радiоактивної речовини, вiдмови радiоустаткування,
викликiв на телефоннiй станцiї i т.д.

97
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Теорема 24. Нехай виконуються умови 1)-3). Розподiл випадкового вектора 
ξ = (ξ(t1),...-
, ξ(tj)) для промiжкiв часу, що не перетинаються, є пуассонiвським:

P{ξ(t1)=k1, . . ., ξ(tj)=kj}=(λt1)
k1

k1!
· · ·(λtj)

kj

kj !
e−λ(t1+...+tj) . (10.1)

� Вiзьмемо довiльний iнтервал tl = t i розiб’ємо його на n iнтервалiв ∆i = ∆ =
t

n
, що не

перетинаються, i потiм спрямуємо n → ∞. Подiю {ξ(t) = k} представимо у виглядi

{ξ(t) = k} = A1 + A2 , (10.2)

де

A1=
⋃

i1,...,ik

{
ξ(∆i1)=1, . . ., ξ(∆ik)=1, ξ(∆ik+1

)=0, . . ., ξ(∆in)=0
}

. (10.3)

Тобто, A1 - це така подiя, коли в промiжку ∆i вiдбувається не бiльше однiєї подiї. Подiя A2 -
це сума всiх iнших подiй, тобто принаймнi в одному ∆i подiя A вiдбувається не менше двох
разiв:

A2 ⊂
n⋃

i=1

{ξ(∆i) > 1} .

Внаслiдок властивостi 2) має мiсце оцiнка

P (A2) ≤ P

(
n⋃

i=1

{ξ(∆i) > 1}
)

≤
n∑

i=1

P {ξ(∆i) > 1} =

= n · o( t

n
) = o(1) , n → ∞ .

(10.4)

Нехай

p0 = P {ξ(∆) = 0} , p1 = P {ξ(∆) = 1} .

Вiдповiдно до визначення (10.3) подiї, що входять в A1, попарно несумiснi. Тодi iз 1) випливає,
що

P (A1) = Ck
npk

1p
n−k
0 . (10.5)

Як наслiдок, iз (10.2), (10.4) i (10.5) можна записати

P{ξ(t) = k} = Ck
npk

1p
n−k
0 + o(1) , n → ∞ .

З умови 3) випливає, що

p0=1−P{ξ(∆)≥1}−P{ξ(∆)=1}−P{ξ(∆)>1}=1−λ∆ + o(∆),

p1 = P {ξ(∆) = 1} = λ∆ + o(∆) , ∆ = t
n

.
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Повторюючи доведення теореми Пуассона (формула (3.9)) отримаємо

P {ξ(∆) = k} = Ck
n(λ∆)k(1 − λ∆)n−k −→ (λt)k

k!
e−λt .

Тодi внаслiдок властивостi 1) має мiсце рiвнiсть (10.1). �
Аргументом t випадкового процесу ξ(t) є довжина промiжку часу. Зважаючи на однорi-

днiсть процесу як промiжок можна взяти iнтервал (0, t). Позначимо η(t) = ξ(t), де аргумен-
том процесу η(t) буде поточний момент часу t, тобто наприклад, η(t) вiдображає кiлькiсть
α–частинок, що були зареєстрованi до моменту часу t i таке iнше.
Означення. Випадковий процес η(t), 0 ≤ t < ∞ називається процесом Пуассона, якщо:
а) для довiльної послiдовностi 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn випадковi величини η(t2)−η(t1), . . . , η(tn)−
η(tn−1) незалежнi у сукупностi (такi процеси називаються процесами з незалежними приро-
стами);
б) випадкова величина η(t) − η(s) має розподiл Пуассона з параметром λ(t − s)

P {η(t) − η(s) = k} =
[λ(t − s)]k

k!
e−λ(t−s) . (10.6)

Якщо додатково вимагати, щоб η(0) = 0, то вiдповiдна випадкова величина як функцiя часу
буде мати вигляд, що зображений на Рис. 10.1. Тут точки t1, t2, . . . вiдповiдають моментам
часу, коли вiдбувається випадкова подiя.

�

�

1

2

3

4

5 η(t)

t1 t2 t3 t4 t5 t

Рис. 10.1.

Нехай τ - час очiкування першої подiї в пуассонiвському потоцi подiй. Знайдемо функцiю
розподiлу випадкової величини τ . Вiдповiдно до (10.6) маємо

P{τ ≥ t} = P{η(t) − η(0) = 0} = e−λt .

Тодi функцiя розподiлу

Fτ (t) = P{τ < t} = 1 − e−λt ,
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i густина розподiлу

pτ (t) =
d

dt
Fτ (t) = λe−λt, 0 ≤ t < ∞ .

Якщо зсунути початковий час, то

P{τ ≥ t} = P{η(t + t1) − η(t1) = 0} = e−λt ,

i внаслiдок цього час очiкування чергової подiї не зменшується вiд того, що ця подiя вже
очiкувалась i до моменту t1. Дiйсно, оскiльки {τ − t1 ≥ t}⋂{τ ≥ t1} = {τ − t1 ≥ t}, то

P{τ−t1≥t|τ≥t1}=P {{τ−t1≥t}⋂{τ≥t1}}
P{τ≥t1} =

P{τ−t1≥t}
P{τ≥t1} =

=
e−λ(t+t1)

e−λt1
= e−λt = P{τ ≥ t} .

Обчислимо Mτ

Mτ =

∞∫
0

tpτ (t)dt =

∞∫
0

tλe−λtdt =
1

λ
,

тобто λ - середня кiлькiсть подiй в одиницю часу.

10.2. Процес Вiнера
Означення. Процес ξ(t), 0 ≤ t < ∞ називається процесом Вiнера, якщо виконуються такi
умови:
1) для довiльних 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn випадковi величини η1 = ξ(t1) − ξ(t0), . . . , ηn =
ξ(tn) − ξ(tn−1) незалежнi у сукупностi;
2) випадкова величина ξ(t)− ξ(s) (0 ≤ s < t - довiльнi) має нормальний розподiл N(0, t− s);
3) в початковий момент часу ξ(0) = 0.
Якщо позначити вектор 
η = (η1, . . . , ηn), то за визначенням його густина розподiлу дорiв-

нює

p
η(x1, . . . , xn) =
1

n∏
j=1

[2π(tj − tj−1)]
1/2

n∏
j=1

[
− x2

j

2(tj − tj−1)

]
.

Покладемо t0 = 0, тодi в силу умови 3) маємо:

ξ(t1)=η1 , ξ(t2)=ξ(t1)+η2=η1+η2 , . . . , ξ(tn)=η1+. . .+ηn ,

тобто випадковi вектори 
η = (η1, . . . , ηn) та 
ξ = (ξ1, . . . , ξn) зв’язанi невиродженим перетво-
ренням iз визначником, що дорiвнює одиницi. Тому 
ξ також є нормальним та має густину
(x0 = 0, t0 = 0)

p
ξ(x1, . . . , xn) =
1

n∏
j=1

[2π(tj − tj−1)]
1/2

n∏
j=1

[
−(xj − xj−1)

2

2(tj − tj−1)

]
.
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Розглянемо дискретну одновимiрну модель броунiвського руху частинки, коли частинка змi-
нює свої положення стрибками через певнi рiвнi моменти часу ∆t. Нехай стрибок дорiвнює
∆x. Тодi, якщо в момент часу t частинка мала координату x, то в момент часу t + ∆t вона
з рiвними ймовiрностями буде знаходитись в точках x−∆x або x + ∆x. Змiщення частинки
в момент часу t + s вiд початкового положення в момент часу t = 0 можна представити у
виглядi

ξ(t + s) = [ξ(t + s) − ξ(s)] + [ξ(s) − ξ(0)] , ξ(0) = 0 , (10.7)

причому члени в квадратних дужках правої частини (10.7) незалежнi i мають однаковi роз-
подiли. Тодi

Dξ(t+s)=D [ξ(t+s)−ξ(s)]+D [ξ(s)−ξ(0)]=Dξ(t)+Dξ(s) . (10.8)

Iз виразу (10.8) випливає, що дисперсiя є лiнiйною функцiєю t, тобто

Dξ(t) = σ2t, 0 ≤ t < ∞ ,

де σ2 - коефiцiєнт дифузiї.
За час t частинка здiйснить n =

t

∆t
стрибкiв. Позначимо ξk випадкову величину, що з

ймовiрностями
1

2
приймає значення ±∆x. Тодi

ξ(t)=

t/∆t∑
k=1

ξk, Dξ(t)=

t/∆t∑
k=1

Dξk=

t/∆t∑
k=1

[
1

2
(∆x)2+

1

2
(−∆x)2

]
=

(∆x)2t

∆t
. (10.9)

Порiвнюючи (10.8) та (10.9), отримаємо

σ2 =
(∆x)2

∆t
.

Введемо випадкову величину

ξn(t) =
ξ(t)√
Dξ(t)

=
ξ(t)

σ
√

t
=

1

σ
√

t

t/∆t∑
k=1

ξk .

Оскiльки Mξn(t) = 0 та Dξn(t) = 1, то внаслiдок центральної граничної теореми при ∆t → 0

та ∆x → 0, так що
(∆x)2

∆t
= σ2 випадкова величина ξn(t) прямує за розподiлом до нормаль-

ного закону:

P

{
x1 ≤ ξ(t)√

Dξ(t)
≤ x2

}
=

1√
2π

x2∫
x1

e−
x2

2 dx ,

i в силу однорiдностi процесу броунiвського руху

P

{
x1 ≤ ξ(t + s) − ξ(s)√

Dξ(t)
≤ x2

}
=

1√
2π

x2∫
x1

e−
x2

2 dx ,

тобто броунiвський рух - це вiнеровський процес.
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10.3. Марковськi процеси
Означення. Випадковий процес ξ(t) називається марковським, якщо для будь-якого t1 при
вiдомому значеннi ξ(t1) випадковi величини ξ(t) з аргументами t > t1 не залежать вiд випад-
кових величин ξ(s) з аргументами s < t1 (процеси без наслiдкiв).
Нехай час є неперервним, а кiлькiсть станiв скiнченною: Ω = (ω1, . . . , ωN). Цей процес

вiдрiзняється вiд ланцюгiв Маркова тим, що перехiд системи вiд стану ωi до стану ωj може
вiдбуватися в довiльний момент часу. Визначимо ймовiрностi переходу pij(s, t)

pij(s, t) = P {ξ(t) = ωj|ξ(s) = ωi} , pij(s, t) ≥ 0 .

Очевидно, що

N∑
j=1

pij(s, t) = 1, s ≤ t, pii(t, t) = 1, pij(s, t) = 1, i �= j . (10.10)

Позначимо через ai початковий розподiл ймовiрностей в момент часу t = t0:

ai ≥ 0,

N∑
i=1

ai = 1 ,

та через pj(t) - абсолютну ймовiрнiсть, тобто ймовiрнiсть того, що у момент часу t ≥ t0 буде
заселеним стан ωj. Внаслiдок формули повної ймовiрностi є справедливими такi спiввiдно-
шення

pj(t) =
N∑

k=1

akpkj(t0, t), t ≥ t0 (10.11)

i
pij(s, t) =

N∑
k=1

pik(s, t1)pkj(t1, t), s < t1 < t . (10.12)

Теорема 25. (Колмогорова) Нехай перехiднi ймовiрностi pij(s, t) мають частиннi похi-
днi по t i s. Тодi при s ≤ t мають мiсце спiввiдношення

∂pij(s, t)

∂t
=

N∑
k=1

pik(s, t)Akj(t) , (10.13)

∂pij(s, t)

∂s
= −

N∑
k=1

Aik(s)pkj(s, t) , (10.14)

де

Aik(t) =

[
∂pik(t, u)

∂u

]∣∣∣∣
u=t

, Aik(t) ≥ 0, i �= k, Akk(t) ≤ 0 ,

N∑
k=1

Aik(t) = 0 , i = 1, N .
(10.15)
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� Внаслiдок (10.12) при t > s маємо

∂pij(s, t)

∂t
= lim

∆→0

pij(s, t + ∆) − pij(s, t)

∆
=

= lim
∆→0

1

∆

[
N∑

k=1

pik(s, t)pkj(t, t + ∆) − pij(s, t)

]
=

= lim
∆→0

[
N∑

k=1, k �=j

pik(s, t)
pkj(t, t+∆)

∆
+ pij(s, t)

pjj(t, t+∆)−1

∆

]
.

(10.16)

Розглянемо вираз в останнiх квадратних дужках

lim
∆→0

pjj(t, t + ∆) − 1

∆
=

∂pjj(t, u)

∂t

∣∣∣∣
u=t

≡ Ajj(t) ,

lim
∆→0

pkj(t, t + ∆)

∆
=

∂pkj(t, u)

∂t

∣∣∣∣
u=t

≡ Akj(t) , k �= j .

(10.17)

Пiдставляючи цей вираз в (10.16), отримаємо першу систему рiвнянь (10.13). Спiвставля-
ючи (10.17) та (10.10), приходимо до висновку, що внаслiдок нерiвностей 0 ≤ pij(t, u) ≤ 1 є

обмеження: Aik ≥ 0 при i �= k, Akk ≤ 0,
N∑

k=1

Aik(t) = 0, i (10.15) також доведено. Далi, при

t > s внаслiдок (10.12) маємо

∂pij(s, t)

∂s
= lim

∆→0

pij(s + ∆, t) − pij(s, t)

∆
=

= lim
∆→0

1

∆

[
pij(s + ∆, t) −

N∑
k=1

pik(s, s + ∆)pkj(s + ∆, t)

]
=

=−lim
∆→0

[
pii(s, s+∆)−1

∆
pij(s+∆, t)+

N∑
k=1, k �=i

pik(s, s+∆)

∆
pkj(s+∆, t)

]
.

Пiдставляючи у цi рiвняння (10.17) отримаємо другу систему рiвнянь (10.14). �
Рiвняння (10.13) називаються прямою, а рiвняння (10.14) зворотною системою рiвнянь Кол-
могорова.
Фiзичний змiст Aij(t) полягає в тому, що Aij(t)dt є ймовiрнiсть переходу iз стану ωi в стан

ωj в iнтервалi часу t, t + dt (тобто Aij(t) - швидкiсть переходу). Якщо Aij(t) є неперервними,
то pij(s, t) представляють собою єдиний розв’язок (10.11) iз початковими умовами

pii(s, s) = 1, pij(s, s) = 0, i �= j .

Якщо ai - початковий розподiл ймовiрностей i pi(t) - абсолютнi ймовiрностi, то

pi(t) =

N∑
j=1

ajpji(t0, t) .
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Продиференцюємо цей вираз i використаємо (10.10)

dpi(t)

dt
=

N∑
j=1

aj

N∑
k=1

pjk(t0, t)Akj(t) =

=
N∑

k=1

Akj(t)
N∑

j=1

ajpjk(t0, t) =
N∑

k=1

Akj(t)pj(t)

(10.18)

з початковими умовами pi(t0) = ai, i = 1, N .

Приклад 53. (Двостороння реакцiя.) Система може знаходитися у двох станах ω1

та ω2 (ω1 - частинка, що не розпалась, ω2 - розпалась). Знайти ймовiрностi заселення цих
станiв в залежностi вiд часу.

� Нехай є можливим як процес розпаду - перехiд iз стану ω1 в стан ω2 з ймовiрнiстю
α∆t + o(∆t) за час ∆t, так i процес вiдновлення - перехiд iз стану ω2 в стан ω1 з ймовiрнiстю
β∆t + o(∆t) за час ∆t. Таким чином, у цьому випадку A12 = α, A21 = β, i значить, A11 =
−α, A22 = −β. Рiвняння (10.18) набудуть вигляду

dp1(t)

dt
= −αp1(t) + βp2(t) ,

dp2(t)

dt
= αp1(t) − βp2(t) . (10.19)

Нехай заданий початковий розподiл a1 = 1, a2 = 0. Внаслiдок умови
∑

k pk(t) = 1 випливає
зв’язок p2(t) = 1 − p1(t), який ми пiдставимо у перше з рiвнянь (10.19),

dp1(t)

dt
= −(α + β)p1(t) + β .

Звiдки з урахуванням початкового розподiлу знайдемо

p1(t) = e−(α+β)t +
β

α + β
(1 − e−(α+β)t) ,

p2(t) =
α

α + β
(1 − e−(α+β)t) .

При t → ∞ маємо p1(t) → β

α + β
, p1(t) → α

α + β
, тобто, процес є ергодичним. Якщо вiднов-

лення неможливо (наприклад, радiоактивний розпад), то β = 0 i

p1(t) = e−αt , p2(t) = 1 − e−αt .

�

Розглянемо тепер марковськi процеси ξ(t) iз неперервною множиною станiв. Нехай для
кожного набору моментiв часу t1, . . . , tn ∈ T n-вимiрна випадкова величина ξ(t1), . . . , ξ(tn)
має n-вимiрну густину ймовiрностi pn(t1, x1; . . . ; tn, xn). Ця густина має очевиднi властивостi:
1) pn(t1, x1; . . . ; tn, xn) є симетричною вiдносно будь-яких перестановок пар аргументiв (ti, xi),
оскiльки pn(t1, x1; . . .; tn, xn) dx1 . . . dxn виражає ймовiрнiсть сумiсного здiйснення подiй xi ≤
ξ(ti) ≤ xi + dxi, i = 1, n, i, таким чином, не залежить вiд порядку їх перелiку;
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2) усi скiнченовимiрнi густини pn для рiзних n повиннi бути узгодженими у тому розумiн-
нi, що густина довiльного k-вимiрного розподiлу при k < n визначається за допомогою n-
вимiрного розподiлу:

pk(t1, x1; . . . ; tk, xk) = (10.20)

=

∫
. . .

∞∫
−∞︸ ︷︷ ︸
n−k

pn(t1, x1; . . .; tk, xk; tk+1, xk+1; . . .; tn, xn)dxk+1. . .dxn .

Вiдповiдно до визначення густини ймовiрностi умовного розподiлу (див. роздiл (4.5.)) спра-
ведлива рiвнiсть

pn(t1, x1; . . . ; tn, xn) = (10.21)

= pn−1(t1, x1; . . . ; tn−1, xn−1)qn(tn, xn|t1, x1; . . . ; tn−1, xn−1) .

Ми говоримо, що процес марковський, коли його ймовiрнiснi властивостi в момент часу tn
визначаються станом системи в момент часу tn−1 i не залежать вiд того, як протiкав процес
в попереднi моменти часу, внаслiдок чого

qn(tn, xn|t1, x1; . . . ; tn−1, xn−1) = q(tn, xn|tn−1, xn−1) . (10.22)

Умовна густина ймовiрностi q(t, x|τ, y) називається перехiдною густиною ймовiрностi.
Спiвставляючи (10.21) та (10.22), можна знайти

pn(t1, x1; ..; tn, xn)=pn−1(t1, x1; ..; tn−1, xn−1)q(tn, xn|tn−1, xn−1)=

= p1(t1, x1)q(t2, x2|t1, x1) . . . q(tn, xn|tn−1, xn−1) .
(10.23)

Рiвнiсть (10.23) означає, що для того, щоб задати n-вимiрну густину ймовiрностi марков-
ського процесу достатньо знати лише двi функцiї: одновимiрну густину p1(t, x) i перехiдну
густину ймовiрностей q(t, x|τ, y).
Для довiльних моментiв часу t0 < τ < t, t0, τ, t ∈ T згiдно з (10.23) мають мiсце спiввiд-

ношення

p3(t0, x0; τ, y; t, x) = p1(t0, x0)q(τ, y|t0, x0)q(t, x|τ, y) , (10.24)

та

p2(t0, x0; t, x) = p1(t0, x0)q(t, x|t0, x0) . (10.25)

Тодi внаслiдок умови узгодження (10.20)

p2(t0, x0; t, x) =

∞∫
−∞

p3(t0, x0; τ, y; t, x)dy . (10.26)
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Пiдставляючи (10.24) та (10.25) в (10.26) отримаємо рiвняння

q(t, x|t0, x0) =

∞∫
−∞

q(t, x|τ, y)q(τ, y|t0, x0)dy . (10.27)

Це рiвняння називається рiвнянням Смолуховського (або Колмогорова-Чепмена) i є
основним в теорiї неперервних марковських процесiв.
Для однорiдного марковського процесу густина ймовiрностi переходу залежить тiльки вiд

рiзницi моментiв часу q(t, x|τ, y) = q(x|t − τ, y). У цьому випадку рiвняння Смолуховського
(10.27) має вигляд

q(x|t − t0, x0) =

∞∫
−∞

q(x|t − τ, y)q(y|τ − t0, x0)dy .

Розглянемо бiльш детально дифузiйнi процеси, тобто поведiнку частинки пiд дiєю випад-
кових поштовхiв. Цi процеси характеризуються виконанням таких умов:
1)

lim
∆→0

1

∆

∞∫
−∞

(x − y)q(t + ∆, x|t, y)dx = A(y, t) . (10.28)

Iнтеграл у цьому виразi означає умовне середнє значення змiщення частинки за час ∆ iз
фiксованої точки y, таким чином A(y, t) визначає середню швидкiсть змiни стану в момент
часу t. Величина A(y, t) називається коефiцiєнтом зносу.
2)

lim
∆→0

1

∆

∞∫
−∞

(x − y)2q(t + ∆, x|t, y)dx = B(y, t) . (10.29)

Тут iнтеграл дає мiру розкиду кiнцевих точок x вiдносно початкової точки y. Умова 2)
означає, що цей розкид росте при малих ∆ пропорцiйно ∆, тобто по дифузiйному закону.

Коефiцiєнт
1

2
B(y, t) називається коефiцiєнтом дифузiї.

3)

lim
∆→0

1

∆

∞∫
−∞

|x − y|3q(t + ∆, x|t, y)dx = 0 .

Ця умова означає, що у малих промiжках часу ймовiрнiсть великих значень |x− y| є малою.
З фiзичної точки зору саме ця умова дозволяє розглядати ξ як величину, що неперервно
змiнюється у часi, тобто як середнє значення на промiжках часу, що є набагато бiльшими за
промiжок мiж двома послiдовними випадковими поштовхами.



10.3. Марковськi процеси 107

Якщо виконуються умови 1)-3) i функцiї q(t, x|t0, y0), A(x, t) та B(x, t) задовольняють
деяким додатковим умовам (якi вiдносяться до їх диференцiйованостi по своїх аргументах),
то перехiдна густина q(t, x|t0, y0) , як функцiя x i t задовольняє рiвняння

∂q(t, x|t0, x0)

∂t
= − ∂

∂x
(A(x, t)q(t, x|t0, x0))+

+
1

2

∂2

∂x2
(B(x, t)q(t, x|t0, x0)) ,

(10.30)

i як функцiя x0 i t0 задовольняє рiвняння

∂q(t, x|t0, x0)

∂t0
= −A(x0, t0)

∂q(t, x|t0, x0)

∂x0

−

− 1

2
B(x0, t0)

∂2q(t, x|t0, x0)

∂x2
0

.
(10.31)

Рiвняння (10.30) називається рiвнянням Ейнштейна-Фоккера-Планка або першим (прямим)
рiвнянням Колмогорова. Це рiвняння параболiчного типу i його розв’язок повинен задоволь-
няти умовам

q(t, x|t0, x0)≥0,

∞∫
−∞

q(t, x|t0, x0)dx=1,

∞∫
−∞

q(t, x|t0, x0)dx0=1, (10.32)

а також початковiй умовi

q(t, x|t0, x0)|t=t0
= δ(x − x0) . (10.33)

Умова (10.33) є наслiдком рiвняння (10.20).
Рiвняння (10.31) називається другим (оберненим) рiвнянням Колмогорова i його розв’язок

повинен задовольняти тим же умовам (10.32) та (10.33). Це рiвняння необхiдно розв’язувати
в обернену сторону за часом, для t0 ≤ t.
Ми не будемо тут доводити теореми, наслiдками яких є рiвняння (10.30) та (10.31), а

замiсть цього розглянемо деякi приклади. Нехай у початковий момент часу t0 є заданою
густина розподiлу ймовiрностi p(t0, x) випадкової величини ξ(t0). Тодi двовимiрна густина
ймовiрностi для довiльного моменту часу t ≥ t0 i початкового моменту t0 дорiвнює

p2(t, x|t0, x0) = p(t0, x0)q(t, x|t0, x0) ,

а одновимiрна густина процесу ξ(t) в момент часу t згiдно з (10.20) дорiвнює

p1(t, x) =

∞∫
−∞

p(t0, x0)q(t, x|t0, x0)dx0 . (10.34)

Помножимо рiвняння (10.30) на p(t0, x0) i проiнтегруємо по x0. Внаслiдок (10.34) густина
p1(t, x) задовольняє таке ж рiвняння

∂p1(t, x)

∂t
= − ∂

∂x
(A(x, t)p1(t, x)) +

1

2

∂2

∂x2
(B(x, t)p1(t, x)) . (10.35)
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Розв’язок рiвняння (10.35) повинен задовольняти умовам

p1(t, x) ≥ 0 ,

∞∫
−∞

p1(t, x)dx = 1 , p1(t, x)|t=t0
= p(t0, x) . (10.36)

Приклад 54. Нехай марковський процес є однорiдним у часi, тобто q(t, x|t0, x0) = q(x|t −
t0, x0). У цьому випадку згiдно до (10.28) та (10.29) функцiї A i B не залежать вiд t.
Нехай крiм того одновимiрна густина p1 також не залежить вiд часу (стацiонарний
марковський процес).

� Тодi рiвняння (10.35) набуває вигляду

∂

∂x

[
A(x, t)p1(t, x) − 1

2

∂

∂x
(B(x, t)p1(t, x))

]
. (10.37)

Якщо на межах змiни x (тобто областi значень процесу ξ(t)) потiк Ap1 − 1

2

∂

∂x
(Bp1) дорiвнює

нулевi, то внаслiдок (10.37) вiн дорiвнює нулевi всюди

A(x, t)p1(t, x) − 1

2

∂

∂x
(B(x, t)p1(t, x)) = 0 . (10.38)

Iнтегруючи рiвняння (10.38), отримаємо

p1(x) =
c

B(x)
exp

⎡⎣ x∫
0

2A(y)

B(y)
dy

⎤⎦ , (10.39)

де c - стала, що визначається iз умови нормування (10.36). Фiзичним прикладом реалiзацiї
такого стацiонарного розподiлу є броунiвський рух частинки над межею, що вiдбиває, i при
наявностi сили тяжiння. У цьому випадку A = −mg. Оскiльки на межi виконується умова
перетворення потоку в нуль, то є справедливим рiвняння (10.38). Вираз (10.39) з постiйними
A i B дає

p1(x) = c exp

[
−2mgx

B

]
,

тобто ми отримали барометричну формулу. Вiдомо, що B = 2kT , де k - стала Больцмана, T
- абсолютна температура. В результатi

p1(x) = c exp
[
−mgx

kT

]
.

�

Приклад 55. Нехай марковський процес є однорiдним по координатi: q(t, x|t0, x0) = q(t, x−
x0|t0).
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� У цьому випадку згiдно з (10.28) та (10.29) функцiї A i B залежать лише вiд t i рiвняння
(10.30) набуває вигляду

∂q(t, x − x0|t0)
∂t

= −A(t)
∂q

∂x
+

B(t)

2

∂2q

∂x2
.

Зробимо замiну змiнних (x, t) → (y, τ), де

y = x − x0 −
t∫

t0

A(s)ds , τ =

t∫
t0

B(s)ds ,

i перейдемо до рiвняння теплопровiдностi

∂q

∂τ
=

1

2

∂2q

∂y2
.

Його розв’язок, що вiдповiдає умовам (10.32) та (10.33), має вигляд

q(τ, y) =
1√
2πτ

exp

[
− y2

2τ

]
,

або в старих змiнних

q(t, x − x0|t0)=
⎛⎝2π

t∫
t0

B(s)ds

⎞⎠− 1
2

exp

⎡⎢⎢⎢⎣−
(x−x0−

t∫
t0

A(s)ds)2

2
t∫

t0

B(s)ds

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Нехай, зокрема, коефiцiєнт зносу A(t) = 0, а величина B(t) = B є сталою. Тодi

q(t, x − x0|t0) = (2πB(t − t0))
− 1

2 exp

[
− (x − x0)

2

2B(t − t0)

]
. (10.40)

Звiдси випливає, що середнє змiщення частинки дорiвнює нулевi, а середнiй квадрат змi-
щення частинки дорiвнює B(t − t0), тобто зростає пропорцiйно часу. Цей результат уперше
отримав Ейнштейн.
Хоча середнє значення змiнної ξ(t) дорiвнює нулевi, середньоквадратичне значення не-

обмежено зростає при t → ∞. Це означає, що конкретнi реалiзацiї траєкторiй ξ(t) над-
звичайно мiнливi. Водночас, броунiвський рух має ще деякi особливостi. Так, оскiльки вiн
описується рiвнянням дифузiйного типу, то траєкторiї ξ(t) неперервнi. В той же час вони
є недиференцiйовними. Дiйсно, вiдповiдно до (10.40), можна обчислити ймовiрнiсть подiї{∣∣∣∣ξ(t + h) − ξ(t)

h

∣∣∣∣ > k

}
:

P

{∣∣∣∣ξ(t + h) − ξ(t)

h

∣∣∣∣ > k

}
= 2

∞∫
kh

(2πBh))−
1
2 exp

[
− x2

2Bh

]
,
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i ця ймовiрнiсть перетворюється в одиницю коли h → 0. Це означає, що є неважливим яке

значення k обрати, – все одно величина
∣∣∣∣ξ(t + h) − ξ(t)

h

∣∣∣∣ майже напевно буде бiльша цього
значення, тобто похiдна по часу у будь-якiй точцi майже напевно нескiнченна. Звичайно, що
швидкiсть броунiвської частинки фiзично не може бути нескiнченною, i тому треба розгляда-
ти бiльш реалiстичнi моделi броунiвського руху (наприклад, процес Орнштейна-Уленбека).
�
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