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ГЛАВА I СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 

§ 1. Соотношения между случайными событиями 

Основные формулы 
Случайные события обозначаются латинскими буквами A, B, 

С, ..., U, V, причем U—достоверное, а V—невозможное события. 
Равенство А = В означает, что появление одного из этих 
событий влечет за собой появление другого. Произведение 
событий А и В есть событие С = АВ, состоящее в наступлении 
обоих событий А и В. Сумма событий А и В есть событие 
С=А+В, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А 
и В. Разность событий A и В есть событие С = A—В, состоящее в 
том, что A происходит, а В не происходит. Противоположное 
событие обозначается той же буквой, но с чертой сверху. 
Например, A и Ã - противоположные события, причем Ã 
означает, что A не происходит. События A и В несовместны, 
если AB=V. События Ak (k;= 1, 2, ... , п) образуют полную 
группу, 
если в результате опыта обязательно должно произойти я хотя 
бы одно из них; 
 
при этом 

Решение типовых примеров 

Пример 1.1. При каких событиях А и В возможно равенство 
A+B = A ? 
Решение. Сумма A+В представляет собой событие, 

состоящее в наступлении хотя бы одного из событий A и В. 
Если A+ В = А, то событие A включает в себя событие B 
Например, если событие A — попадание в область SA, a  В — в  
SB , то область SB расположена в SA 
 
Аналогично решаются задачи 1.1—1.3 и 1.8. 
Пример 1.2. Из таблицы случайных чисел наугад выбраны 

два числа. События А и В соответственно означают, что 
выбрано хотя бы одно простое и хотя бы одно четное число. 
Что означают события АВ и А+В? 
Решение. Событие АВ означает наступление событий А и В, 

т. е. из двух выбранных чисел одно простое, а другое четное. 
Событие А+В означает наступление хотя бы одного из событий 
А и В, т. е. среди двух выбранных чисел имеется хотя бы одно 
простое или хотя бы одно четное число или одно из этих чисел 
простое, другое четное. 

 
Аналогично решаются задачи 1.4—1.7. 

Пример 1.3. Доказать, что . 
Доказательство. Если положить  то второе 
равенство . записывается в виде . 

т. е. . Поэтому достаточно доказать справедливость 
только первого равенства. 
Событие  означает не появление событий А и В. Про-



тивоположное событие  означает что хотя бы одно из 
событий А или В имеет место, а это сумма событий А + В. 

Поэтому  Доказательство этого равенства можно 

 
также произвести геометрически, связав каждое событие с 
попаданием точки в соответствующую область. 
Аналогично решается задача 1.9. Доказанные в примере 1.3 

равенства используются при решении задач 1.10—1.14. 
Пример 1.4. Электрическая цепь между точками М и N 

составлена по схеме, приведенной на рис. 1. Выход из строя 
элемента а—событие A, элемента bk—событие Bk (k = 1, 2, 3). 
Записать выражения для событий , если С означает 
разрыв цепи. 
Решение. Разрыв цепи произойдет в том случае, если выйдет 

из строя элемент а или все три элемента Bk (k = 1, 2, 3). Эти 
события соответственно равны А и В1В2В3 Поэтому С = А + 
В1В2В3. 
Используя равенства из примера 1.3, находим 
 

 
 Аналогично решаются задачи 1.16—1.18. 

Задачи 
1.1. Что означают события А+А и АА? 
1.2. Когда возможно равенство AB=A? . 
1.3. Мишень состоит из десяти кругов. Ограниченных 

концентрическими окружностями с радиусами rk (k=1, 2, .... 10), 
причем r1 < r2 < ... < r10. Событие Ak попадание в круг радиуса  

rk (k=1, 2, .... 10) . Что означают события  

  
     1.4. События: A – хотя бы один из трех проверяемых 
приборов бракованный, В -все приборы доброкачественные. Что 
означают события: а) A+В; б) AВ? 

    1.5. События A, B и C означают, что взято хотя бы по одной 
книге из трех различных собраний сочинений, каждое из 
которых содержит по крайней мере три тома. События As, и Вk 
означают соответственно, что из первого собрания сочинений 
взяты s, а из второго k томов. Что означают события: а) А+В+С; 
б) АВС; в) А1+В3, г)  A2B2  д) (А1В3+ В1A3)C 
    1.6. Из таблицы случайных чисел наудачу взято одно число. 
Событие A — выбранное число делится на 5; событие В - данное 
число оканчивается нулем. Что означают события  
     1.7. Событие A—хотя бы одно из имеющихся четырех 
изделий бракованное, событие В—бракованных изделий среди 
них не менее двух. Что означают противоположные события 

? 



    1.8. Упростить выражение . 
    1.9. Когда возможны равенства: а) ; б) ; 
в)    
1.10. Найти случайное событие Х из равенства 

                               
1.11. Доказать, Что     
1.12. Доказать эквивалентность и справедливость дующих 
двух равенств: 

 

                              
 
1.13. Совместны ли события   

    1.14. Доказать, что события  образуют 
полную группу. 

  1.15. Два шахматиста играют одну партию. Событие А— 
выиграет первый игрок, В—выиграет второй игрок. Какое 
событие следует добавить к указанной cовокупности, чтобы 
получилась полная группа событий? 

     1.16. Машинно-котельная установка, состоит из двух котлов 
и одной машины. Событие А—исправна машина, событие  

      Вk (k = 1, 2)—исправен k-й котел. Событие С означает 
работоспособность машинно-котельной установки, что будет 
в том случае, если исправны машины и хотя бы один котел. 
Выразить события  через А и Вk. 
 1.17. Судно имеет одно рулевое устройство, четыре котла и 
две турбины. Событие A означает исправность рулевого 
устройства. Вk, (k =1, 2, 3, 4)—исправность k-го котла, а Сj  

(j = 1, 2)—исправность j-й турбины. Событие D—судно 
управляемое, что будет в том случае, когда исправны 
рулевое устройство, хотя бы один котел и хотя бы одна 
турбина. Выразить события  через A и Вk. 

 1.18. Прибор состоит из двух блоков первого типа и трех 
блоков второго типа. События: Аk, (k = 1, 2) — исправен k-й 
блок первого типа, Вj (j = 1, 2, 3)—исправен j-й блок второго 
типа. Прибор работает, если исправны хотя бы один блок 
первого типа и не менее двух блоков второго типа. Выразить 
событие С, означающее работу прибора, через Аk и Вj . 

§ 2. Непосредственный подсчет вероятностей 

Основные формулы 
Если результат опыта можно представить в виде полной 

группы событий, которые попарно несовместны и равновоз-
можны. то вероятность события равна отношению числа m  
благоприятствующих этому событию исходов опыта к общему   

числу n всех возможных исходов, т. e , . Под равно-
возможными понимаются события, которые в силу тех или 
других причин (например, симметрии) не имеют объективного 
преимущества одно перед другим. 

Решение типовых примеров 
Пример 2.1. Куб,  все грани которого окрашены, распилен на 



тысячу кубиков одинакового размера. Полученные кубики 
тщательно перемешаны. Определить вероятность того, что 
кубик, извлеченный наудачу, будет иметь две окрашенные 
стороны. 
Решение. Всего кубиков п ==1000. Куб имеет 12 ребер, на 

каждом из которых по 8 кубиков с двумя окрашенными 

сторонами. Поэтому от m = 12 • 8== 96,   =0,096. 
Аналогично решаются задачи 2.1—2.7. 
Пример 2.2. Определить вероятность того, что последние две 

цифры у куба наудачу взятого целого числа N равны единице1). 
Решение. Представим N в виде N = a+10b+… , где а, b, …-

произвольные числа, могущие принимать любые значения от 0 
до 9 включительно. Тогда NЗ = aз + 30а2b+…. Отсюда видно, 
что на две последние цифры у N3 влияют только значения а и b. 
Поэтому число возможных значений п = 100. Так как последняя 
цифра у N3 равна единице, то имеется одно 
благоприятствующее значение a = 1. Кроме того, должна быть 

единицей последняя цифра   т. е. должно оканчиваться 
на единицу произведение 3b. Это будет только при b = 7. Таким 
образом, благоприятствующее значение единственное (a = 1, b 
= 7), поэтому  
p = 0,01.                              . 

Аналогично решаются задачи 2.8—2.11. 
Пример 2.3. В партии из n изделий k бракованных. 

Определить вероятность того, что среди выбранных наудачу 
для проверки т изделий ровно l окажутся бракованными. 
Решение. Число возможных способов взять т изделий из п 

равно  . Благоприятствующими являются случаи, когда из 
общего числа k бракованных изделий взято l (это можно 

сделать  способами), а остальные т - l изделий не 
бракованные, т. е. они взяты из общего числа п — k (количество 

способов равно . Поэтому число благоприятствующих 

случаев равно  . Искомая вероятность будет   
 
Аналогично решаются задачи 2.12—2.20. 
Пример 2.4. Из полного набора костей домино наудачу 

берутся пять костей. Найти вероятность того, что среди них 
будет хотя бы одна с шестеркой. 
Решение. Найдем вероятность q противоположного события. 

Тогда р = 1- q. Вероятность того, что все взятые пять костей не 
содержат шестерки (см. пример 2.3), равна 

                    поэтому    
 
Аналогично переходом к противоположному событию 

решаются задачи 2.21, 2.22. 

Задачи 
2.1. Лотерея выпущена на общую сумму n рублей. Цена 

одного билета r рублей. Ценные выигрыши падают на т 



билетов. Определить вероятность ценного выигрыша на один 
билет. 

2.2. Случайно выбранная кость домино оказалась не дублем. 
Найти вероятность того, что вторую также взятую наудачу 
кость домино можно приставить к первой. 

 2.3. В колоде 36 карт четырех мастей. После извлечения и 
возвращения одной карты колода перемешивается и снова 
извлекается одна карта. Определить вероятность того, что обе 
извлеченные карты одной масти. 
      2.4. Буквенный замок содержит на общей оси пять дисков, 
каждый из которых разделен на шесть секторов с различными 
нанесенными на них буквами. Замок открывается только в том 
случае, если каждый диск занимает одно определенное 
положение относительно корпуса замка. Определить 
вероятность открытия замка, если установлена произвольная 
комбинация букв. 

2.5. Черный и белый короли находятся соответственно на 
первой и третьей горизонталях шахматной доски. На одно из 
незанятых полей первой или второй горизонтали • наудачу 
ставится ферзь. Определить вероятность того, что 
образовавшаяся позиция матовая для черного короля, если 
положения королей равновозможны на любых полях указан-
ных горизонталей. 

2.6. В кошельке лежат три монеты достоинством по 20 коп. 
и семь монет по 3 коп. Наудачу берется одна монета, а затем 
извлекается вторая монета, оказавшаяся монетой в 20 коп. 
Определить вероятность того, что и первая извлеченная монета 
имеет достоинство в 20 коп.  

 2.7. Из партии деталей, среди которых п доброкачест-
венных и т бракованных, для контроля наудачу взято s штук. 
При контроле оказалось, что первые k из s деталей 
доброкачественны. Определить вероятность того, что сле-
дующая деталь будет доброкачественной.  

 2.8. Определить вероятность того, что выбранное наудачу 
целое число N при а) возведении в квадрат; б) возведении в 
четвертую степень; в) умножении на произвольное целое 
число даст число, оканчивающееся единицей. 

2.9. На десяти одинаковых карточках написаны различные 
числа от нуля до девяти. Определить вероятность того, что 
наудачу образованное с помощью данных карточек а) 
двузначное число делится на 18; б) трехзначное число делится 
на 36. 

2.10. Определить вероятность того, что серия наудачу 
выбранной облигации не содержит одинаковых цифр, если 
номер серии может быть любым пятизначным числом, начиная 
с 00001. 

       2.11. Десять книг на одной полке расставляются наудачу, 
Определить вероятность того, что при этом три определенные 
книги окажутся поставленными рядом.         2.12. На восьми 
одинаковых карточках написаны соответственно числа 2, 4, 6, 
7, 8, 11, 12. и 13. Наугад берутся две карточки. Определить 
вероятность того, что образованная из двух полученных 
чисел дробь сократима. 

2.13. Имеется пять отрезков, длины которых равны; соот-
ветственно 1, 3, 5, 7 и 9 единицам. Определить вероятность 
того, что с помощью взятых наудачу трех отрезков из данных 



пяти можно построить треугольник. 
2.14. Из десяти билетов выигрышными являются два. 

Определить вероятность того, что среди взятых наудачу пяти 
билетов: а) один выигрышный; б) оба выигрышных; в) хотя 
бы один выигрышный. 

2.16. Обобщение задачи 2.14. Имеются п + т билетов, из 
которых п выигрышных. Одновременно приобретаются k 
билетов. Определить вероятность того. что среди них s 
выигрышных. 

2.16. В генуэзской лотерее разыгрываются девяносто номе-
ров, из которых выигрывают пять. По условию можно ставить 
ту или иную сумму на любой из девяноста номеров или на 
любую совокупность двух, трех, четырех или пяти номеров. 
Какова вероятность выигрыша в каждом из указанных пяти 
случаев? 

     2.17. Для уменьшения общего количества игр 2n команд 
спортсменов разбиты на две подгруппы. Определить, вероят-
ность того, что две наиболее сильные команды окажутся. а) в 
разных подгруппах; б) в одной подгруппе. 

2.18. В заде, насчитывающем n+k мест, случайным об-
разом занимают места п человек. Определить вероятность 
того, что будут заняты определенные т [[[[ п мест. 
   2.19. Из колоды карт (52 карты) наугад извлекаются три 
карты. Найти вероятность того, что это будут тройка. семерка 
и туз. 
 2.20. Из колоды в 36 карт наудачу извлекаются три карты. 
Определить вероятность того, что сумма очков этих карт 
равна 21, если валет составляет два очка, дама - три, король - 
четыре, туз - одиннадцать, а остальные карты - 
соответственно шесть, семь, восемь, девять и десять очков. 

   2.21. Имеются пять билетов стоимостью по одному рублю три 
билета по три рубля и два билета по пяти рублей. Наугад 
берутся три билета. Определить вероятность того, что: а) хотя 
бы два из этих билетов имеют одинаковую стоимость; б) все три 
билета стоят семь рублей. 

2.22. Очередь в кассу, где производится продажа билетов по 
5 коп, состоит из 2n человек. Какова вероятность того, что ни 
одному из покупателей не придется ждать сдачи, если перед 
продажей билета первому покупателю из очереди у кассира 
было только 2т пятаков, а получение платы за каждый билет 
равновозможно как пятаком, так и гривенником? 

 

§ 3. Геометрические вероятности 

Основные формулы 
Геометрическое определение вероятности может быть 

использовано в том случае, когда вероятность попадания в 
любую часть области пропорциональна мере этой части (длине, 
площади, объему и т. д.) и не зависит от ее расположения и 
формы. 



Если геометрическая мера всей области равна S, а гео-
метрическая мера части этой области, попадание в которую 
благоприятствует данному событию, есть SБ, то вероятность 
события равна 

 

                                                  
Области могут иметь любое число измерений. 

Решение типовых примеров 

Пример 3.1. На горизонтальной плоскости вдоль прямой АВ 
через интервал I расположены оси одинаковых вертикальных 
Цилиндров с радиусом основания г. Под углом q к прямой 
бросается шар радиуса R. Определить вероятность столкновения 
шара с цилиндром, если пересечение линии движения центра 
шара с прямой АВ равновозможно. в любой точке1). 
Решение. Пусть х — расстояние от центра шара дО ближайшей 
линии, проходящей через центр цилиндра параллельно 
направлению перемещения центра шара: Возможные значения х 
определяются условиями (рис. 2) 

 

                                      

            

Столкновение шара с цилиндром произойдет в том случае, если 

 
Искомая вероятность равна отношению длин отрезков, на 

которых находятся благоприятствующие и все возможные 
значения х. Поэтому 

 
Аналогично решаются задачи 3.1 - 3.4 и 3.24. Пример 3.2. На 
одной дорожке магнитофонной ленты длиной 200 м записано 
сообщение на интервале 20 м, на второй - записано аналогичное 
сообщение. Определить вероятность того, что в интервале от 60 
до 85 м не будет промежутка ленты, не содержащего записи, 
если начала обоих сообщений равновозможны в любой точке от 
0 до 180 м. 
Решение. Пусть х и у - координаты начала записей, причем  
х >у. Так как 0 < x < 180; 0<у < 180 и х / у,  то областью 

возможных значений х и у является треугольник с катетами по 
180 м. Площадь этого треугольника 



  Найдем область значений х и у, благо-
приятствующих указанному событию. Для того чтобы полу- 
чилась непрерывная запись, необходимо выполнение неравен-
ства   х — у [ 20   м. Чтобы интервал записи был не менее 25 м, 
должно быть х - у / 5 м. Кроме того, для получения непрерывной 
записи на интервале от 60 до 85 м должно быть 
45 м < у < 60 м.    65 м < x < 80 м. 
Проведя границы указанных областей, получим, что 

благоприятствующие значения х и у заключены в треугольнике, 
площадь которого  (рис. 3). Искомая вероятность 
равна отношению площади SB, попадание в которую благо-
приятствует данному событию, к площади области S возмож-
ных значений х и у, т. е.  

 

 
Аналогично решаются задачи 3.5—3.15.    . 
Пример 3.3. В любые моменты времени промежутка Т 

равновозможны   поступления в приемник двух сигналов.  
Рис. 4.            
 

                                         
 Приемник будет забит, если разность между моментами по-

ступления сигналов будет меньше ττττ. Определить вероятность 
того, что приемник будет забит. 
Решение. Пусть x и у — моменты поступления сигналов в 

приемник. 
Областью возможных значений х, у является квадрат 

площадью T2 (рис. 4).  
Приемник будет забит, если | х – у | [ т. Данная область лежит 

между прямыми х - у = ττττ и x - y = - ττττ. Ее площадь 

 
поэтому 



 
Аналогично решаются задачи 3.16—3.19. Пример 3.4. Какова 
вероятность того, что сумма двух наугад взятых 
положительных чисел, каждое из которых не больше единицы, 
не превзойдет единицы, а их произведение будет не больше 
2/9? 

 
Решение. Пусть х и у—взятые числа. Их возможные 

значения 0[x[1 ; 0[y[1,  что на плоскости соответствует квадрату 
с площадью S=1. Благоприятствующие    значения х 
удовлетворяют   условиям: 
x + y [ 1 и xy [ 2/9. Граница х+у=1 делит квадрат пополам, 
причем область х + у [ 1 представляет собой нижний 
треугольник (рис, 5).  Вторая граница ху = 2/9 является 
гиперболой. Абсциссы точек пересечения этих границ: x1 = l/3 и 
x2 = 2/3. Величина благоприятствующей площади  



 
 

Искомая вероятность  
Аналогично решаются задачи 3.20—3.23.  

Задачи 

 3.1. В точке С, положение которой на телефонной линии АВ 
длины L, равновозможно, произошел разрыв. Определить 
вероятность того, что точка С удалена от точки А на рас-
стояние, не меньшее l.  

3.2. На плоскости проведены параллельные линии, рас-
стояния между которыми попеременно равны 1,5 и 8 см. 
Определить вероятность того, что наудачу брошенный на эту 
плоскость круг радиуса 2,5 см не будет пересечен ни одной 
линией. 
   3.3. В круге радиуса R проводятся хорды параллельно 
заданному направлению. Какова вероятность того, что длина 
наугад взятой хорды не более R, если равновозможны любые 
положения точек пересечения хорды с диаметром, пер-
пендикулярным выбранному направлению? 

3.4. Перед вращающимся с постоянной скоростью диском 
находится отрезок длиной 2h, расположенный в плоскости 
диска таким образом, что прямая, соединяющая середину 
отрезка с центром диска, перпендикулярна отрезку. По каса-
тельной к окружности в произвольный момент времени слетает 
частица. Определить вероятность попадания этой частицы на 
отрезок, если расстояние между отрезком и центром диска 
равно l. 

I    3.5. Прямоугольная решетка состоит из цилиндрических 
прутьев радиуса r. Расстояния между осями прутьев равны 
соответственно а и b, Определить вероятность попадания 
шариком диаметра d в решетку при одном бросании без 
прицеливания, если траектория полета шарика перпендику-
лярна плоскости решетки. 

3.6. В средней части эллипса с полуосями а =100 см и 
b=10см симметрично расположен прямоугольник со сторо-
нами 10 и 3 см, большая сторона которого параллельна а. 
Кроме того, проведены не пересекающиеся с эллипсом, пря-
моугольником и между собой четыре окружности, диаметр 
каждой из которых равен 4,3 см. 
Определить вероятность того, что: 
а) случайная точка, положение которой равновозможно 

внутри эллипса, окажется внутри одного из кругов;  
б) окружность радиуса 5 см, построенная вокруг этой точки 

как около центра, пересечется хотя бы с одной стороной пря-
моугольника. 

3.7. Начерчены пять концентрических окружностей, радиусы 
которых равны соответственно kr (A=l, 2, 3, 4, 5). Круг радиуса r 
и два кольца с внешними радиусами 3r и 5r заштрихованы. В 
круге радиуса 5r наудачу выбрана точка. Определить 



вероятность попадания этой точки:  
а) в круг радиуса 2r; б) в заштрихованную область. 
3.8. Лодка перевозит груз с одного берега пролива на другой, 

пересекая пролив за один час. Какова вероятность того, что 
идущее вдоль пролива судно будет замечено, если с лодки 
обнаруживают судно в случае, когда пересекают его курс не 
ранее, чем за 20 мин. до пересечения судном курса лодки, и не 
позднее, чем через 20 мин. после пересечения судном курса 
лодки? Любой момент и любое место пересечения судном курса 
лодки равновозможны. 

3.9. На отрезке длиной l наудачу выбраны две точки. Какова 
вероятность, что расстояние между ними меньше kl,  
где 0 < k < 1 ? 
3.10. На отрезке АВ длиной l наудачу поставлены две точки L 

и М. Найти вероятность того, что точка L будет ближе к точке 
М, чем к точке A. 

3.11. На отрезке длиной l наудачу ставятся две точки, в 
результате чего этот отрезок оказывается  разделенным на три 
части. Определить вероятность того, что из трех получившихся 
частей отрезка можно построить треугольник. 

   3.12. На окружности радиуса R наудачу поставлены три 
точки А, В, С. Какова вероятность, что треугольник AВС 
остроугольный ? 
     3.13. Какова вероятность, что из трех взятых наудачу 
отрезков длины не более l можно построить треугольник? 

3.14. На отрезке АВ длиной l наудачу поставлены две точки 
М и N. Определить вероятность того, что длины каждого из трех 
получившихся отрезков не превосходят заданной величины 

 
3.15. К автобусной остановке через каждые четыре минуты 

подходит автобус линии А и через каждые шесть минут—
автобус линии В. Интервал времени между моментами прихода 
автобуса линии A и ближайшего следующего 
автобуса линии В равновозможен в пределах от нуля до четырех 
минут. 
Определить вероятность того, что: а) первый подошедший 

автобус окажется автобусом линии A; б) автобус какой-либо 
линии подойдет в течение двух минут. 

3.16. Два парохода должны подойти к одному и тому же 
причалу. Время прихода обоих пароходов независимо и 
равновозможно в течение данных суток. Определить вероят-
ность того, что одному из пароходов придется ожидать 
освобождения причала, если время стоянки первого парохода 
один час, а второго - два часа. 

3.17. Два лица имеют одинаковую вероятность прийти к 
указанному месту в любой момент промежутка времени Т. 
Определить вероятность того, что время ожидания одним 
другого будет не больше t. 

3.18. Два судна в тумане: одно идет вдоль пролива шириной 
L, а другое курсирует без остановок поперек этого пролива. 
Скорости движения судов соответственно равны v1 и v2 .Второе 
судно подает звуковые сигналы, которые слышны на 
расстоянии d < L. Определить вероятность того, что на первом 
судне услышат сигналы, если пересечение курсов судов 
равновозможно в любом месте пролива. 

3.19. Стержень длиной l=200 мм наудачу ломается на части. 
Определить вероятность того, что хотя бы одна часть стержня 



между точками излома будет не более 10 мм, если точек излома 
а) две, б) три, причем излом стержня равновозможен в любом 
месте. 

3.20. На поверхности сферы радиуса R. произвольно 
выбираются две точки. Какова вероятность, что проходящая 
через них дуга большого круга стягивает угол, меньший  

α (α < π)? 
 3.21. Спутник Земли движется по орбите, которая заключена 
между 60° северной и 60° южной широты. Считая падение 
спутника в любую точку поверхности Земли между указанными 
параллелями равновозможным, найти вероятность того, что 
спутник упадет выше 30° северной широты.     
3.22. Плоскость разграфлена параллельными прямыми, 
отстоящими друг от друга на расстоянии L. Найти вероятность 
того, что наудачу брошенная игла длиной l (l < L.) пересечет 
какую-нибудь прямую (задача Бюффона). 

8.23. Определить вероятность того, что корни а) квадратного 
х2+2ах+b=0, б) кубического х3+3ах+2b=0 уравнений 
вещественны, если равновозможны значения коэффициентов в 
прямоугольнике |а| [ п, |b| [ т. Какова вероятность, что при 
указанных условиях корни квадратного уравнения будут 
положительными? 

8.24. На плоскости независимо друг от друга прямолинейно 
перемещаются точка А и центр В круга радиуса R. Скорости 
этих точек постоянны и равны соответственно и и v. В 
фиксированный момент времени расстояние АВ=r (r > R), а 
угол между линией АВ и вектором v равен β. Считая все 
направления движения точки А равновозмож-ными, определить 
вероятность попадания точки A в круг. 

§ 4. Условная вероятность. Теорема умножения 
вероятностей 

Основные формулы 
Условной вероятностью Р(А|В) события A называется 

вероятность появления этого события, вычисленная в пред-
положении, что имело место событие В. События A и В 
независимы, если Р (A | В) = Р (A). Вероятность произведения 
двух событий определяется по формуле 

Р (АВ) = Р (A) Р (В | A) == Р (В) Р (A | В), которая 
обобщается на произведение п событий: 

 
События А1, А2,…, Аn независимые, если для любого m 

(m=2,3,…,n) и любых kj (j=1,2,…,n), 1[ k1< k2 <…< km[ n 

 

Решение типовых примеров 
Пример 4.1. Разрыв электрической цепи происходит в том 

случае, когда выходит из строя хотя бы один из трех 
последовательнио соединенных элементов. Определить вероят-



ность того, что не будет разрыва цепи, если элементы выходят 
из строя соответственно с вероятностями 0,3; 0,4 и 0,6. Как 
изменится искомая вероятность, если первый элемент не 
выходит из строя? 
Решение. Искомая вероятность равна вероятности того, что 

не выйдут из строя все три элемента. Пусть событие Ak 
означает, что k-й элемент не выйдет из строя (k =1, 2, 3). Тогда р 
=Р (A1A2A3). Так как события независимы, то 
р = P(A1) P(A2) P(A3) == 0,7 • 0,6 • 0,4 = 0,168. Если первый 

элемент нe выходит из строя, то p = Р(A2 A3) = 0,24. 

Аналогично решаются задачи 4.1—4.10. 
Пример 4.2. Определить вероятность того, что выбранное 

наудачу изделие является первосортным, если известно, что 4% 
всей продукции являются браком, а 75% небракованных 
изделий удовлетворяют требованиям первого сорта. 
Решение. Пусть событие A состоит в том, что выбранное 

изделие небракованное, а событие В—выбранное изделие 
первосортное. 
Дано; Р (A) =1—0,04= 0,96, Р (В | A) =0,75. 
Искомая вероятность р = Р (АВ) = 0,96 • 0,75 = 0,72. 
Аналогично решаются задачи 4.11—4.19. 
Пример 4,3. Партия .из ста деталей подвергается вы-

борочному контролю. Условием непригодности всей партии 
является наличие хотя бы одной бракованной детали среди пяти 
проверяемых. Какова вероятность для данной партии быть 
непринятой, если она содержит 5% неисправных деталей? 
Решение. Найдем вероятность q противоположного события , 

A которое заключается в том, что партия деталей будет принята. 
Данное событие является произведением пяти событий  

 A = A1A2A3A4A5, где Аk (k =1, 2, 3, 4, 5) означает, что k-я 
проверенная деталь доброкачественная. 
Вероятность события A1 Р (A1) = 95/100  так как всего деталей 
100, а исправных 95. После осуществления события A1 деталей 
останется 99, среди которых исправных 94, по этому  P(A2| 
A1)=94/99.  Аналогично  Р (A3| A1A2)= =99/98 



 

По общей формуле находим 

 

Задачи 

4.1. Два стрелка, для которых вероятности попадания в 
мишень равны соответственно 0,7 и 0,8, производят по одному 
выстрелу. Определить вероятность хотя бы одного попадания в 
мишень. 

4.2. Вероятность выхода из строя k-го блока вычислительной 
машины за время Т равна рк (k=1,2, ..., п). Определить 
вероятность выхода из строя за указанный промежуток 
времени хотя бы одного из п блоков этой машины, если работа 
всех блоков взаимно независима. 

4.3. Вероятность наступления события в каждом опыте 
одинакова и равна 0,2. Опыты производятся последовательно 
до наступления события. Определить вероятность того, что 
придется производить четвертый опыт. 

4.4. Вероятность того, что изготовленная на первом станке 
деталь будет первосортной, равна 0,7. При изготовлении такой 
же детали на втором станке эта вероятность равна 0,8. На 
первом станке изготовлены две детали, на втором три. Найти 
вероятность того, что все детали первосортные. 

4.5. Разрыв электрической цепи может произойти вслед-
ствие выхода из строя элемента К или двух элементов К1; 
и К2, которые выходят из строя независимо друг от друга 
соответственно с вероятностями 0,3; 0,2 и 0,2. Определить 
вероятность разрыва электрической цепи. 

4.6. Работа прибора прекратилась вследствие выхода из 
строя одной лампы из общего числа N. Отыскание этой лампы 
производится путем поочередной замены каждой лампы новой. 
Определить вероятность того, что придется проверять п ламп, 
если вероятность выхода из строя каждой лампы равна р. 

4.7. Сколько нужно взять чисел из таблицы случайных 
чисел, чтобы с вероятностью не менее 0,9 быть уверенным, что 
среди них хотя бы одно число четное? 

4.8. Вероятность того, что в результате четырех независи-
мых опытов событие А произойдет хотя бы один раз, равна 
половине. Определить вероятность появления события при 
одном опыте, если она во всех опытах остается неизменной. 

4.9. В круг радиуса R вписан равносторонний треугольник. 
Какова вероятность того, что четыре наугад поставленные в 
данном круге точки окажутся внутри треугольника? 
4.10. Определить вероятность того, что написанная наудачу 

простая дробь несократима (задача Чебышева). 
   4.11. События А и В несовместны, Р(A) не =0 и Р (В) не = 0. 
Зависимы ли данные события?  
   4.12. Вероятность того, что в электрической цепи на-
пряжение превысит номинальное значение, равна p1. При 
повышенном напряжении вероятность аварии прибора — по-
требителя электрического тока равна р2. Определить веро-
ятность аварии прибора вследствие повышения напряжения. 

4.13. На участке АВ для мотоциклиста-гонщика имеются 



12 препятствий, вероятность остановки на каждом из которых 
равна 0,1. Вероятность того, что от пункта В до конечного 
пункта С мотоциклист проедет без остановки, равна 0,7. 
Определить вероятность того, что на участке АС не будет ни 
одной остановки. 

4.14. Три игрока играют на следующих условиях. Сначала 
против первого последовательно ходят второй и третий игроки. 
При этом первый игрок не выигрывает, а вероятности 
выигрыша для второго и третьего игроков одинаковы . и равны 
0,3. Если первый игрок не проигрывает, то он делает по одному 
ходу против второго и третьего игроков и, выигрывает у 
каждого из них с вероятностью 0,4. После этого игра 
заканчивается. Определить вероятность того, что в результате 
такой игры первый игрок выиграет хотя бы у одного партнера. 
   4.15. Вероятность попадания в первую мишень для данного 
стрелка равна 2/3. Если при первом выстреле зафиксировано 
попадание, то стрелок получает право на второй выстрел по 
другой мишени. Вероятность поражения, обеих мишеней при 
двух выстрелах равна 0,5. Определить вероятность поражения 
второй мишени. 

4.16. Детали могут быть изготовлены с применением двух 
технологий: в первом случае деталь проходит три технические 
операции, вероятности получения брака при каждой из которых 
равны соответственно 0,1, 0,2 и 0,3. Во втором случае имеются 
две операции, вероятности получения брака при которых 
одинаковы и равны 0,3. Определить, какая технология 
обеспечивает большую вероятность получения первосортной 
продукции, если в первом случае для доброкачественной детали 
вероятность получения продукции первого сорта равна 0,9, а во 
втором 0,8. 

4.17. Вероятности того, что любая деталь окажется бра-
кованной в результате механической и термической обработки, 
равны соответственно р1 и р2 Вероятности того, что брак 
является неустранимым, соответственно равны p3 и p4. 
Определить: а) какое количество деталей необходимо взять 

после механической обработки, чтобы с вероятностью 0,9 
можно было утверждать, что хотя бы одна из них будет сдана 
доброкачественной в термическую обработку с учетом 
возможности устранения брака; б) вероятность того, что хотя 
бы одна из трех деталей будет иметь неустранимый брак после 
прохождения сначала механической, а затем термической 
обработки. 

4.18. Показать, что если условная вероятность Р(A|В) 
больше безусловной вероятности Р (А), то и условная ве-
роятность Р (В | А) больше безусловной вероятности Р (В). 

4.19. Мишень состоит из двух концентрических кругов с 
радиусами kr и /nr, где k < п. Считая равновозможным 
попадание в любую часть круга радиуса пr, определить ве-
роятность того, что при двух выстрелах будет одно попадание в 
круг радиуса kr. 

   4.20. С помощью шести карточек, на которых написано по 
одной букве, составлено слово «карета». Карточки пере-
мешиваются, а затем наугад извлекаются по одной. Какова 
вероятность, что в порядке поступления букв образуется слово 



«ракета»? 
   4.21. Абонент забыл последнюю цифру номера телефона и 
потому набирает ее наудачу. Определить вероятность того, что 
ему придется звонить не более чем в три места. 

Как изменится вероятность, если известно, что последняя 
цифра нечетная? 

4.22. В лотерее п билетов, из которых т выигрышных. 
Какова вероятность выиграть, имея k билетов? 

4.23. В лотерее из сорока тысяч билетов ценные выигрыши 
падают на три билета. Определить: а) вероятность получения 
хотя бы одного ценного выигрыша на тысячу билетов; б) 
сколько необходимо приобрести билетов, чтобы вероятность 
получения ценного выигрыша была не менее 0,5.  

4.24. По займу ежегодно разыгрываются шесть основных 
тиражей и один дополнительный, происходящий после ос-
новного пятого. Из 100 000 серий в каждом основном тираже 
выигрывают 170 серий, а в каждом дополнительном—230 
серий. Найти вероятность выигрыша на одну облигацию за 
первые десять лет: а) в каком-либо тираже; б) в дополнительном 
тираже; в) в основном тираже.  

4.25. Имеются четыре бракованных изделия: на одном 
повреждена окраска, на другом имеется вмятина, на третьем — 
зазубрины, а на четвертом - одновременно все три указанных 
дефекта. Пусть А, В, С—события, заключающиеся в том, что у 
первого наудачу взятого изделия повреждена окраска (A). 
имеется вмятина (В) или имеются зазубрины (С). Являются ли 
данные события независимыми попарно и в совокупности? 

 4.26. Пусть A1 A2, ..., Аn совокупность попарно независимых 
событий. Всегда ли условная вероятность появления любого 
события, вычисленная в предположении, что какие-либо 
другие события из этой совокупности произошли, равна 
безусловной вероятности этого события? 

4.27. Квадрат горизонтальными линиями разделен на п 
одинаковых полос. В каждую из них бросается точка, по-
ложение которой равновозможно в любом месте полосы. 
Затем аналогично предыдущему проводят п — 1 
вертикальных линий. Определить вероятность того, что в 
каждой вертикальной полосе будет только по одной точке. 

4.28. В обществе из 2п человек одинаковое число мужчин 
и женщин. Места за столом занимаются наудачу. Определить 
вероятность того, что два лица одного пола не займут места 
рядом. 

4.29. Общество, состоящее из пяти мужчин и десяти 
женщин, наудачу разбивается на пять групп по три человека. 

Найти вероятность того, что в каждой группе будет по одному 
мужчине. 

4.30. В урне имеются п+т одинаковых шаров, из которых п 
белого, а т черного цвета, причем т / п. Производятся подряд 
без возвращения n извлечений по два шара. Определить 
вероятность того, что каждый раз извлекаются пары шаров 
разного цвета. 

4.31. В урне имеются п шаров с номерами от 1 до п. Шары 



извлекаются наудачу по одному без возвращения. Какова 
вероятность, что при k первых извлечениях номера шаров 
совпадут с номерами извлечений-? 

4.32. В урне имеются два шара — белый и черный. Про-
изводятся извлечения по одному шару до тех пор, пока не 
появится черный, причем при извлечении белого шара в урну 
возвращается этот шар и добавляется еще два белых шара. 
Определить вероятность того, что при первых пятидесяти 
опытах черный шар не будет извлечен. 

4.33. В очереди за билетами стоимостью в 5 руб. стоят п+т 
человек, из которых п лиц имеют деньги пятирублевого 
достоинства, а т (m[ n+1)—десятирублевого. Каждый покупает 
только один билет. В кассе до продажи билетов денег нет. 
Какова вероятность, что никому из очереди не придется 
ожидать сдачи? 

4.34. Условия и вопрос задачи такие же, как и в 4.33, но 
билет стоит один рубль, а покупатели имеют деньги рублевого 
(n человек) и трехрублевого достоинства (т человек), причем 
2m[n+1- 

4.35. Баллотируются два кандидата, причем за первого в 
урну опущено п бюллетеней, а за второго т бюллетеней (п > т). 
Какова вероятность того, что в ходе подсчета бюллетеней число 
подсчитанных голосов, поданных за первого, все время будет 
больше числа голосов, поданных за второго? 

§ 5. Теорема сложения вероятностей 

Основные формулы 

Вероятность суммы двух событий определяется по формуле 
     Р(А+В)=Р(А)+Р(В) -Р(АВ). 



которая обобщается на сумму любого числа событий 

 
Для несовместных событий вероятность суммы событий 

равна сумме вероятностей этих событий, т. е. 

 

Решение типовых примеров 
Пример 5.1. Определить вероятность того, что партия из ста 

изделий, среди которых пять бракованных, будет принята при 
испытании наудачу выбранной половины всей партии, если 
условиями приема допускается бракованных изделий не более 
одного из пятидесяти. 
Решение. Обозначим через А событие, состоящее в том, что 

при испытании не получено ни одного бракованного изделия, а 
через В—событие, состоящее в том, что получено только одно 
бракованное изделие. Искомая вероятность р = Р (А+В). 
События A и В несовместны. поэтому р = Р(А)+Р(В). 
Из 100 изделий 50 можно выбрать  способами. Из 95 

небракованных изделий 50 можно выбрать  способами. 
Поэтому  

 .  
Аналогично  

 
 Тогда 

 
Аналогично решаются задачи 5.1—5.12. 
Пример 5.2. Электрическая цепь между точками М и N 

составлена по схеме, приведенной на рис. 6. Выход из строя за 
время Т различных элементов цепи - независимые события, 
имеющие следующие вероятности (табл.1). 

 
Определить вероятность разрыва цепи за указанный про-
межуток времени. 
Решение. Обозначим через Aj(j=1,2) событие, состоящее в 

выходе из строя элемента Kj через А — выход 

 

 



 
из строя хотя бы одного элемента Кj, а через В— выход 
из строя всех трех элементов Лi (i=1, 2, 3). Тогда искомая 
вероятность 

Р = Р (A+ В) = Р (А) + Р (В) - Р (А) Р (В). Так как 
Р (A) = Р (А1) + Р (A2) — Р (А1)  Р (A2) = 0.8.  
Р (В) = Р (Л1) Р (Л2) Р (Л3) = 0,252, то р  0,85. 
Аналогично решаются задачи 5.13—5.16. 
Пример 5.3. Появление события А равновозможно в любой 

момент промежутка времени Т. Вероятность того, что событие 
А за этот промежуток времени произойдет, равна р. Известно, 
что за время t <.Т данное событие не произошло. Определить 
вероятность Р того, что событие А произойдет в оставшийся 
промежуток времени. 
Решение. Вероятность р появления события за время Т равна 

вероятности (t/p) р появления данного события за время t 

плюс произведение вероятности  того что событие не 
произойдет за время t, на условную вероятность Р 

появления события за оставшееся время, если раньше оно не 
произошло. Таким образом, имеет место равенство 

 

Отсюда находим 

 
Пример 5.4. В урне имеются п белых, m черных и l красных 
шаров, которые извлекаются наудачу по одному: 
а) без возвращения; б) с возвращением после каждого извле-
чения. Определить в обоих случаях вероятности того, что белый 
шар будет извлечен раньше черного. 

Решение. Пусть Р) — вероятность того, что белый шар будет 
извлечен раньше черного, а РI—вероятность того, что черный 
шар будет извлечен раньше белого. 
Вероятность PII является суммой вероятностей извлечения  

белого шара сразу, после извлечения одного красного, двух 
красных и т. д. Таким образом, можно записать в случае, когда 
шары не возвращаются, 



 
а при возвращении шаров 

 
Для получения вероятностей РII в предыдущих формулах 
нужно произвести замену п на т, а т на п.. Отсюда следует. что 
в обоих случаях РI : РII = п : т. Так как, кроме того, РI + РII = 1, 
то искомая вероятность при извлечении 

шаров без возвращения также равна , Аналогично 
решаются задачи 5.23—5.27. 

Пример 5.5. Некто написал п писем, запечатал их в 
конверты, а затем наудачу на каждом из них написал раз-
личные адреса. Определить вероятность того, что хотя бы на 
одном из конвертов написан правильный адрес. 
Решение. Пусть событие Ak состоит в том, что на k-м 

конверте написан правильный адрес (А==1, 2, ... , п). 

Искомая вероятность . События Ak совместны; 
\ й=1   / 

при любых k, j, i ... имеют место равенства: 

 
Используя формулу для вероятности суммы п событий, 

получаем 

 
 
При больших n р  1- е-1. 
 Аналогично решаются задачи 5.32—5.38. 

Задачи 

6.1. Каждое из четырех несовместных событий может 
произойти соответственно с вероятностями 0,012, 0,010. 0,006 и 
0,002. Определить вероятность того, что в результате опыта 
произойдет хотя бы одно из этих событий. 

5.2. Стрелок производит один выстрел в мишень, состоя-
щую из центрального круга и двух концентрических колец. 
Вероятности попадания в круг и кольца соответственно равны 
0,20, 0,15 и 0,10. Определить вероятность непопадания в 
мишень. 



 

5.3. В квадрат, разделенный на n2 одинаковых квадратов, 
брошен шарик. Вероятность попадания шарика в малый квадрат 
i-й горизонтальной и j-й вертикальной полос равна рij 

  
Определить вероятность попадания шарика  в горизонтальную 
полосу. 
   5.4, Две одинаковые монеты радиуса r расположены внутри 
круга радиуса R, в который наудачу бросается точка. 
Определить вероятность того, что эта точка упадет на одну из 
монет, если монеты не перекрываются. 
   5.5. Какова вероятность извлечь из колоды в 52 карты фигуру 
любой масти или карту пиковой масти (фигурой называется 
валет, дама или король)? 

5.6. В ящике имеются 10 монет по 20 коп., 5 монет по 15 коп. 
и 2 монеты по 10 коп. Наугад берутся шесть монет. Какова 
вероятность, что в сумме они составят не более одного рубля? 
 5.7. Известны вероятности событий А и AB. Найти вероятность 
события . 
 5.8. Доказать, что из условия . 

 

следует независимость событий A и B. 
 5.9. Событие В включает в себя событие А. Доказать, что   
Р(A) [ Р(B).                                       , 
 5.10. В двух урнах находятся шары, отличающиеся только ' 
цветом, причем в первой урне 5 белых шаров, 11 черных j п 8 
красных, а во второй соответственно 10, 8 и 6. Из обеих урн 
наудачу извлекается по одному шару. Какова веро""" \ ность, 
что оба шара одного цвета? 

5.11. На плоскости проведены две параллельные полосы, 
ширина которых 10 мм, а расстояние между ними 155 мм-
Вдоль прямой, перпендикулярной этим полосам, на расстоя-
ниях 120 мм друг от друга расположены центры окружностей 
радиуса 10 мм. Определить вероятность того, что хотя бы одна 
окружность пересечет любую из полос, если центры 
окружностей располагаются на прямой независимо от 
положения полос. 

5.12. Вдоль дороги на одинаковом расстоянии друг от друга 
посеяны в одну линию семена п растений. При пересечении 
дороги пешеходом в неустановленном месте может быть 
повреждена посадка одного растения с вероятностью р  

  
Определить вероятность того, что m-й пешеход, 
пересекающий дорогу в неустановленном месте, повредит 
посадку, если пешеходы пересекают дорогу последовательно и 
независимо друг от друга. 

5.13. Определить вероятность того, что наудачу выбранное 
целое положительное число не делится: а) ни на два, ни на три; 
б) на два или на три. 

6.14. Вероятность получения билета, у которого равны 
суммы первых и последних трех цифр номера, равна 0,05525. 



Какова вероятность иметь такой билет среди двух взятых 
наудачу, если оба билета: а) имеют последовательные номера; 
б) получены независимо один от другого? 

6.15. Доказать, что при Р(A)=a и P(B)=b будет 

 
6.16. Известно, что Р (X [ 10) = 0,9, Р ( |Y| [ 1) =0.95. 

Доказать, что при любой зависимости между Х и Y для   
Z= X + Y имеют место следующие неравенства: 

 
    6.17. Игра между А и В ведется на следующих условиях: 
в результате первого хода, который всегда делает А, он может 
выиграть с вероятностью 0,3; если первым ходом А не 
выигрывает, то ход делает В и может выиграть с вероятностью 
0,5; если в результате этого хода В не выигрывает, то A делает 
второй ход, который может привести к его выигрышу с 
вероятностью 0,4. Определить вероятности выигрыша для А и 
для В. 
   5.18, Вероятность для данного спортсмена улучшить свой 
предыдущий результат с одной попытки равна р. Определить 
вероятность того, что на соревнованиях спортсмен улучшит 
свой результат, если разрешается делать две попытки. 

5.19. Игрок А поочередно играет по две партии с игроками В 
и С. Вероятности выигрыша первой партии для В .и С равны 0,1 
и 0,2 соответственно; вероятность выиграть во второй партии 
для В равна 0,3, для С равна 0,4. 
Определить вероятность того, что: а) первый выиграет В; 
б) первым выиграет С.                         •' 
   5.20. Из урны, содержащей п шаров с номерами от 1 до n 
последовательно извлекаются два шара, причем первый шар 
возвращается, если его номер не равен единице. Определить 
вероятность того, что шар с номером 2 будет извлечен при 
втором извлечении. 

5.21. Игрок А поочередно играет с игроками В и С, имея 
вероятность выигрыша в каждой партии 0,25, и прекращает 
игру после первого проигрыша или после двух партий, 
сыгранных с каждым игроком. Определить вероятности 
выигрыша В и С. 

5.22. Вероятность выхода из строя прибора после того, как он 
применялся k раз, равна G(k). Найти вероятность выхода из 
строя прибора при его последующих п применениях, если при 
предшествующих т применениях прибор из строя не вышел. 
    5.23. Двое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у 
которого раньше появится герб. Определить вероятности 
выигрыша для каждого из игроков. 
   5.24. Трое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у 
которого раньше появится герб. Определить вероятности 
выигрыша для каждого из игроков. 

5.25. Вероятность получить очко, не теряя подачи, при игре 
двух равносильных волейбольных команд равна половине. 
Определить вероятность получения одного очка для подающей 



команды. 
5.26. В урне имеются п белых и т черных шаров. Два игрока 

последовательно достают по одному шару, возвращая каждый 
раз извлеченный шар. Игра продолжается до тех пор, пока кто-
нибудь из них не достанет белый шар. Определить вероятность 
того, что первым вытащит белый шар игрок, начинающий игру. 
  5.27. Два стрелка поочередно стреляют по мишени до первого 
попадания. Вероятность попадания для первого стрелка равна 
0,2, а для второго равна 0,3. Найти вероятность того, что первый 
стрелок сделает больше выстрелов, чем второй. 
 5.28. Доказать справедливость равенства 

 
 5.29. Упростить общую формулу для вероятности сумм» 
событий применительно к случаю, когда совпадают вероят-я. 
ности произведений.лри равных количествах событий.      
 5.30. Доказать, что                  

 
5.31. Доказать, что для любых событий Ak (k=0,1,…,n) 
справедливо равенство 

   
   5.32. В урне имеется п одинаковых шаров с номерами от 1 до 
п. Шары извлекаются по одному без возвращения. Определить 
вероятность того, что хотя бы при одном извлечении номер 
шара совпадет с номером опыта. 

5.33. В помещении, насчитывающем п пронумерованных 
мест, п лицам выдали п номерных билетов. Какова вероятность, 
что ровно т лиц окажутся сидящими на местах, соот-
ветствующих номерам билетов, если все места занимаются 
наудачу? 

5.34. В электропоезд, состоящий из п вагонов, входят k (k/п) 
пассажиров, которые выбирают вагоны наудачу. Определить 
вероятность того, что в каждый вагон войдет хотя бы один 
пассажир. 

5.35. Двое играют до победы, причем для этого необходимо 
первому выиграть т партий, а второму п партий. Вероятность 
выигрыша каждой партии первым игроком равна р, а вторым  

q = l – p Определить вероятность выигрыша всей игры 
первым игроком. 

5.36. Два игрока условились, что выигрыш получит тот, кто 
выиграет определенное число партий. Игра была прервана, 
когда первому игроку осталось до выигрыша m, а второму п 
партий. Как разделить ставку, если вероятность выигрыша 
партии для каждого из игроков равна половине? 



(Задача де Мере). 
5.37. Задача о четырех лгунах. Из четырех человек а, б, в, г 

один (a) получил информацию, которую в виде сигнала «да» 
или «нет» сообщает второму (б), второй—третьему (в), 
третий—четвертому (г), а последний объявляет результат 
полученной информации таким же образом, как и все другие. 
Известно, что каждый из них говорит правду только в одном 
случае из трех. Какова вероятность, что первый из этих лгунов 
сказал правду, если четвертый сказал правду? 

5.38. На горизонтальной плоскости проведены параллельные 
прямые, отстоящие друг от друга на расстоянии L. На плоскость 
наудачу брошен выпуклый контур, периметр которого равен s. 
Найти вероятность того, что контур пересечет одну из 
параллельных прямых, если диаметр круга, описанного около 
выпуклого контура, меньше L. 

§ 6. Формула полной вероятности 

Основные формулы 
Вероятность Р (A) появления события А. которое может 

произойти только совместно с одним из событий H1,H2,..., Нn. 
образующих полную группу несовместных событий (гипотез), 
определяется формулой полной вероятности 

 

Решение типовых примеров 

Пример 6.1. Среди n лиц разыгрываются т [ п выигрышей 
путем случайного извлечения из ящика и билетов. Одинаковы 
ли шансы выигрыша для любого из играющих? Когда выгоднее 
тащить билет? 



Решение. Обозначим через Ak событие, состоящее в 
извлечении выигрышного билета после k извлечений билетов из 
ящика. По результатам предыдущих опытов можно сделать k+1 
гипотез. Пусть гипотеза Нks означает, что из k извлеченных 
билетов выигрышных было s. Вероятности этих гипотез 

 
причем 

 
Так как осталось п—k билетов, из которых т—s вы-

игрышных, то при m/s 

 
По формуле полной вероятности находим 

 
 

Данное равенство можно записать также в виде 

 
Имеем 

 
т.е. справедливо равенство 

 
Искомая вероятность Р(Ak) = m/n при любом k. Таким образом, у 
всех играющих шансы одинаковы и очередность извлечения не 
имеет значения. 
Аналогично решаются задачи 6.1—6.17. 
Пример 6.2. Отмеченный шар с вероятностями р и 1 — р 

может находиться в первой или во второй урне. Вероятность 
извлечь отмеченный шар из урны, в которой этот шар 
находится, равна Р(Р  1). Как следует распорядиться правом п 
раз извлекать шары из любой урны, чтобы вероятность 
извлечения отмеченного шара была наибольшей, если шар 
после извлечения возвращается в урну? 
Решение. Пусть событие A — извлечение отмеченного шара. 

Гипотезы: Н1—шар находится в первой урне. Н2—во второй. По 
условию P(Н1)=р, P(Н2)=1—р. Допустим. что из первой урны 
извлечено m, а из второй п—т шаров. Условные вероятности 
извлечения отмеченного шара будут 
  P(A|H1) = 1 – 1(1 - P)m 
По формуле полной вероятности искомая вероятность 
P(A)=p[1-(1 - P)m]+ (1 -p)[l- (1 - P)n-m]. 



Нужно определить т так, чтобы была наибольшей вероятность 
Р(A). Дифференцируя Р(A) по т (для нахождения 
приближенного значения т, считаем т непрерывным), 
получаем 

 

 

Полагая  приходим к равенству  

 Поэтому должно быть  
Данная формула используется при решении задач 6.18, 6.19. 

Задачи 
 6.1. Имеются две партии изделий по 12 и 10 штук, причем в 
каждой партия^ одно изделие бракованное. Изделие, взятое 
наудачу из первой партии, переложено во вторую, после чего 
выбирается наудачу изделие из второй партии. 
Определить вероятность извлечения бракованного изделия из 
второй партии.                            

        6.2. Из полного набора костей домино наугад берутся две 
кости. Определить вероятность того, что вторую кость можно 
приставить к первой. 

           6.3. В двух урнах находится соответственно т1 и т2 
белых и n1 и n2 черных шаров. Из каждой урны наудачу 
извлекается один шар, а затем из этих двух шаров наудачу 
берется один. Какова вероятность, что этот шар белый? 

  6.4. Имеется n урн, в каждой из которых по m белых и по А 
черных шаров. Из первой урны наудачу извлекается один шар и 
перекладывается во вторую. Затем из второй урны наудачу 
извлекается один шар и перекладывается в третью урну и т. д. 
Определить вероятность извлечения после такого 
перекладывания белого шара из последней урны.  
 6.5. В тире имеются пять ружей, вероятности попадания из 
которых равны соответственно 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 и 0,9. 
Определить вероятность попадания при одном выстреле, если 
стреляющий берет одно из ружей наудачу. 

6.6. Для контроля продукции из трех партий деталей взята 
для испытания одна деталь. Как велика вероятность 
обнаружения бракованной продукции, если в одной партии 
2/3 деталей бракованные, а в двух других — все доброкаче-
ственные? 

 6.7. Радиолампа может принадлежать к одной из трех партий с 
вероятностями р1 р2 и p3, где  р1 = p3 = 0,25, р2 = 0,5. 
Вероятности того, что лампа проработает заданное число 
часов, равны для этих партий соответственно 0,1; 0,2 и 0,4. 
Определить вероятность того, что лампа проработает заданное 
число часов. 

6.8. Игрок А играет поочередно с двумя партнерами, 
вероятности выигрыша для которых в первой партии равны 
соответственно 0,5 и 0,6 и увеличиваются после каждой 
сыгранной партии на 0,1. Первые две партии выиграл А. 
Определить вероятность проигрыша A в третьей партии, если 



неизвестно, с каким партнером была сыграна первая партий, а 
ничьи исключены. 
 6.9. Характеристика материала, взятого для изготовления 
продукции, с вероятностями 0,09; 0,16; 0,25; 0,25; 0,16 и 0,09 
может находиться в шести различных интервалах. В за-
висимости от свойств материала вероятности получения перво 
сортной продукции равны соответственно 0,2; 0,3; 0,4; 0,4; 
О 3 и 0,2. Определить вероятность получения первосортной 
продукции. 

6.10. Пластина из изолятора длиной 100 мм прикрывает 
две проводящие полосы, идущие перпендикулярно ее длине и 
имеющие от края пластины границы на расстояниях 20 и 40 мм 
и соответственно 65 и 90 мм. С центром в точке, положение 
которой равновозможно в любом месте пластины, просверлено 
отверстие диаметром 10 мм. Определить вероятность получения 
электрического контакта с любой из полос, если проводящий 
контакт приложен сверху к произвольной точке, расположенной 
на том же расстоянии от основания пластины, что и центр 
отверстия. 
 6.11. Вероятность поступления k вызовов на телефонную 
станцию за промежуток времени t равна Pt(k). Считая числа 
вызовов за любые два соседние промежутка времени незави-
симыми, определить вероятность P2t(s) поступления s вызовов 
за промежуток времени длительностью 2t . 

6.12. Определить вероятность того, что 100 лампочек, взятых 
наудачу из 1000, окажутся исправными, если известно, что 
число испорченных лампочек на 1000 штук равновозможно от 
0 до 5. 

6.13. В сосуд, содержащий п шаров, опущен белый шар. 
Какова вероятность извлечь из этого сосуда белый шар, если 
все предположения о первоначальном составе шаров по цвету 
равновозможны? 

6.14. В ящике находятся 15 теннисных мячей, из которых 9 
новых. Для первой игры наугад берутся три мяча, которые 
после игры возвращаются в ящик. Для второй игры также 
наугад берутся три мяча. Найти вероятность того, что все мячи, 
взятые для второй игры, новые.  

 6.15. В правом кармане имеются три монеты по 20 коп. и 
четыре монеты по 3 коп., а в левом—шесть по 20 коп. и три по 
3 коп. Из правого кармана в левый наудачу перекладываются 
пять монет. Определить вероятность извлечения из левого 
кармана после перекладывания монеты в 20 коп. , если монета 
берется наудачу. 

6.16. Пятнадцать экзаменационных билетов содержат по 
два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся 
может ответить только на 25 вопросов. Определить 
вероятность того, что экзамен будет сдан, если для этого 
достаточно ответить на два вопроса из одного билета или на 
один вопрос из первого билета и на указанный 
дополнительный вопрос из другого билета. 

6.17. В каких случаях, имеет место равенство 

Р(A) = Р(A|B) + Р(A| )? 
6.18. В одной из двух урн, в каждой из которых 10 шаров, 

один шар отмечен. Играющий имеет право последовательно 
извлечь 20 шаров из любой урны, каждый раз возвращая 



извлеченный шар обратно. Как следует вести игру, чтобы 
вероятность извлечения отмеченного шара была наибольшей, 
если вероятность того. что отмеченный шар находится в 
первой урне, равна 2/3? Чему равна эта вероятность? 
6.19. Для поисков пропавшего самолета выделено десять 
вертолетов, каждый из которых может быть использован для 
поисков в одном из двух возможных районов, где самолет 
может находиться с вероятностями 0,8 и 0,2. Как следует 
распределить вертолеты по районам поисков, чтобы вероят-
ность обнаружения самолета была наибольшей, если каждый 
вертолет обнаруживает находящийся в районе поиска самолет 
с вероятностью 0,2, а поиски осуществляются каждым 
вертолетом независимо от других? Найти вероятность обна-
ружения самолета при оптимальной процедуре поисков. 

§ 7. Вычисление вероятностей гипотез после испытания 
(формула Байеса) 

Основные формула 

Вероятность Р (Hk | А) гипотезы Нk, после того, как имело 
место событие; A, определяется формулой 

 
где 

 
а гипотезы Нj, (j=1, 2, ,.., n) составляют полную группу 
несовместных событий. 



Решение типовых примеров 

Пример 7.1. Телеграфное сообщение состоит из сигналов 
«точка» и «тире». Статистические свойства помех таковы, что 
искажаются в среднем 2/5 сообщений «точка» и 1/3 сообщений 
«тире». Известно, что среди передаваемых сигналов «точка» и 
«тире» встречаются в отношении 5 : 3. 
Определить вероятность того, что принят передаваемый 

сигнал, если; а) принят сигнал «точка»; б) принят сигнал 
«тире». 
Решение. Пусть событие А — принят сигнал «точка», 
а событие В—принят сигнал «тире». 

Можно сделать две гипотезы: Н1—передан сигнал «точка». 
Н2—передан сигнал «тире». По условию  
Р (Н1) : Р (Н2) =5:3.  

 Кроме того, Р (Н1) + Р (Н2)=1 .Поэтому Р (Н1) =5/8 
Р(Н2) = 3/8 Известно, что 

 
Вероятности событий A и B находим по формуле полной 

вероятности: 

 

 
 

Аналогично решаются задачи 7.1—7.16. 
Пример 7.2. Имеется две партии деталей, причем известно, 

что в одной партии все детали удовлетворяют техническим 
условиям, а в другой партии 1/4 деталей недобро-
качественная. Деталь, взятая из наудачу выбранной партии, 
оказалась доброкачественной. Определить вероятность того, 
что вторая деталь из этой же партии окажется недоброкаче-
ственной, если первая деталь после проверки возвращена в 
партию. 
Решение. Гипотезы: H1 - взята партия с недоброкаче-

ственными деталями, Н2 - взята партия доброкачественных 
деталей. Событие А — первая деталь доброкачественная. По 
условию  задачи   Р (H1) = Р (Н2) =1/2   P(A| H1) = 3/4 
Р(A| Н2) = 1. Поэтому по формуле полной вероятности ве-
роятность события А будет  

 
После первого испытания вероятность того. Что партия 
содержит недоброкачественные детали, равна 

 
Вероятность, того, что партия содержит только добро-



качественные детали, 

  

Пусть событие В состоит в том, что при втором испытании 
деталь оказалась недоброкачественной. Вероятность данного 
события также находится по формуле полной вероятности. Если 
p1 и р2,—вероятности гипотез H1, и Н2 после  испытания, то 
согласно предыдущим вычислениям, 

    Кроме того, Р (В|H1) = 1/4, Р (В|H2) = 0. 
Поэтому 
искомая вероятность Р (В) = (3/7) *(1/4) = 3/28. Аналогично 
решаются задачи 7.17, 7.18. 

Задачи 

 7.1. Имеется десять одинаковых урн, из которых в девяти 
находятся по два черных и по два белых шара, а в одной— пять 
белых и один черный шар. Из урны, взятой наудачу, извлечен 
белый шар. Какова вероятность, что шар извлечен из урны, 
содержащей пять белых шаров? 

7.2. Имеется k1 урн, в каждой из которых m1 белых и n1 
черных шаров, и k2 урн, содержащих по т2 белых и по п2 
черных шаров. Извлеченный из наудачу выбранной урны один 
шар оказался белым. Какова вероятность, что данный шар 
извлечен из первой группы урн?  

7.3. Известно, что 96% выпускаемой продукции удовле-
творяют стандарту. Упрощенная схема контроля признает 
пригодной стандартную продукцию с вероятностью 0,98 и 
нестандартную — с вероятностью 0,05. Определить вероятность 
того, что изделие, прошедшее упрощенный контроль, 
удовлетворяет стандарту. 

7.4. Из партии в пять изделий наудачу взято одно изделие, 
оказавшееся бракованным. Количество бракованных изделий 
равновозможно любое. Какое предположение о количестве 
бракованных изделий наиболее вероятно? 

  7.5. Определить вероятность того, что среди 1000 лампочек 
нет ни одной неисправной, если из взятых наудачу 100 
лампочек все оказались исправными. Предполагается, что 
число неисправных лампочек из 1000 равновозможно от 0 
до 5. 

7.6. Игрок D играет с неизвестным противником на сле-
дующих условиях: ничейный исход исключен; первый ход 
делает противник; в случае его проигрыша делает ход D, 
.выигрыш которого означает выигрыш игры, а при проигрыше 
игра повторяется второй раз на тех же условиях. Из двух 
равновозможных противников В имеет вероятность выиграть 
первым ходом 0,4, а вторым — 0,3; С имеет вероятность 
выиграть первым ходом 0,8, а вторым ходом 0,6. Для D 
вероятность выиграть первым ходом равна 0,3 и не зависит от 
противника, а для второго хода равна 0,5 при игре с В и 0,7 при 
игре с С. Игру выиграл D. 
Какова вероятность: а) что противником был В; б) что 



противником был С?      • 
7.7. Из 18 стрелков 5 попадают в мишень с вероятностью 

0,8; 7—с вероятностью 0,7; 4—с вероятностью 0,6 и 2 —с 
вероятностью 0,5. Наудачу выбранный стрелок произвел 
выстрел, но в мишень не попал. К какой из групп вероятнее 
всего принадлежал этот стрелок?   

7.8. Вероятности попадания при каждом выстреле для трех 
стрелков равны соответственно 4/5, 3/4, 2/3. При 
одновременном выстреле всех трех стрелков имелось два 
попадания. Определить вероятность того, что промахнулся 
третий стрелок. 

        7.9. Трое охотников одновременно выстрелили по вепрю, 
который был убит одной пулей. Определить вероятности 
того, что вепрь убит первым, вторым или третьим охотником, 
если вероятности попадания для них равны соответственно 
0,2; 0,4; 0,6. 

7.10. Попадание случайной точки в любое место области S 
равновозможно, а область 5 состоит из четырех частей, 
составляющих соответственно 50, 30, 12 и 8% всей области. 
При испытании имело место событие А, которое происходит 
только при попадании случайной точки в каждую из этих 
частей с вероятностями соответственно 0,01, 0,05, 0,2 и 0,5. В 
какую из частей области 5 вероятнее всего произошло 
попадание? 
    7.11. В урне имеется п шаров, причем цвет каждого из них с 
равной вероятностью может быть белым или черным. 
Извлекаются последовательно k шаров, причем каждый раз 
после извлечения шар возвращается в урну. Какова вероят-
ность того, что в урне содержатся только белые шары, если 
черные шары не извлекались? 

7.12. Из двух близнецов первый—мальчик. Какова 
вероятность, что другой тоже мальчик, если среди близнецов 
вероятность рождения двух мальчиков и двух девочек соот-
ветственно равны а и b, а для разнополых близнецов вероят-
ность родиться первым для обоих полов одинакова? 
   7.13. Принимая, что вероятность рождения однополых 
близнецов вдвое больше, чем разнополых, вероятности рожде-
ния близнецов разного пола в любой последовательности 
одинаковыми, а вероятность рождения мальчика равной 0,51. 
девочки—0,49, определить вероятность рождения второго 
мальчика, если первым родился мальчик. 

7.14. Два стрелка поочередно стреляют в мишень. Вероят-
ности попадания первыми выстрелами для них равны соот-
ветственно 0,4 и 0,5, а вероятности попадания при после-
дующих выстрелах для каждого увеличиваются на 0,05, Какова 
вероятность, что первым произвел выстрел первый стрелок, 
если при пятом выстреле произошло попадание в мишень? 

7.15. Произведено три независимых испытания, в каждом из 
которых событие А происходит с вероятностью 0,2. 
Вероятность появления другого события В зависит от числа 
появления события А: при однократном появлении события А 
эта вероятность равна 0,1, при двукратном появлении равна 0,3, 
при трехкратном появлении равна 0,7; если событие А не имело 



места ни разу, то событие В невозможно. Определить 
наивероятнейшее число появлений события А, если событие В 
имело место. 

7.16. В техникуме n студентов, из которых пk (k = 1, 2, 3) 
человек учатся k-й год. Среди двух наудачу выбранных 
студентов оказалось, что один из них учится больше второго. 
Какова вероятность того, что этот студент учится третий год? 
    7.17. Третья часть одной из трех партий деталей является 
второсортной, остальные детали первого сорта. Деталь, взятая 
из одной партии, оказалась первосортной. Определить вероят-
ность того, что деталь была взята из партии, имеющей 
второсортные детали. Найти ту же вероятность при условии, 
что взятая из той же партии вторая деталь оказалась перво-
сортной, если первая деталь после проверки возвращена в 
партию. 

7.18. Получена партия из восьми изделий одного образца. 
По данным проверки половины партии, три изделия оказались 
технически исправными, а одно бракованным. Какова вероят-
ность, что при проверке трех последующих изделий одно из 
них окажется исправным, а два бракованными, если любое 
количество бракованных изделий в данной партии 
равновозможно? 

§ 8. Вычисление вероятностей появления события при 
повторных независимых испытаниях 

Основные формулы 

Вероятность Рn;m появления события т раз при п не-
зависимых опытах, в каждом из которых вероятность появления 
события равна р, определяется формулой биномиального 
распределения 

 
где 

q = 1 - p 
Вероятность появления события не менее т раз при п 

опытах вычисляется по формуле 

 
Вероятность Появления события хотя бы один раз при п 

опытах будет 
 

Количество п опытов, которые нужно произвести для того, 
чтобы с вероятностью не меньше Р можно было утверждать, что 
данное событие произойдет по крайней мере один раз, 
находится по формуле 

 
где р — вероятность появления этого события в каждом опыте. 

Наивероятнейшее значение µ числа т появлений события А 



равно целой части числа (п+1)р, а при целом  (п+1)р  
наибольшее значение вероятности достигается при двух числах 
µ1=(п+1)р -1 и µ2 = (п + 1) р.        . 
Если опыты независимы, но вероятности появления события 

различны, то вероятность Рn;m появления события т раз при n 
опытах равна коэффициенту при иm в разложении 
производящей функции 

 
где  qk =1-pk,  pk - вероятность появления события в k-м опыте. 
Коэффициенты Рn;m могут быть определены дифферен-

цированием функции G(u): 

 
что дает, например 
Pn;0 = q1q2… qn  
Решение типовых примеров 
Пример 8.1. Что вероятнее выиграть у равносильного 

противника (ничейный исход партии исключен): а) три партии 
из четырех или пять из восьми; б) не менее трех партий из 
четырех или не менее пяти партий из восьми? 
Решение. Так как противники равносильные, то вероятности 

выигрыша и проигрыша каждой партии одинаковы и равны р = 
q=l/2, 
а) Вероятность выиграть три партии из четырех 

 
Вероятность выиграть пять партий из восьми Р8;5= 

 
Так как 1/4 > 7/32 то вероятнее выиграть три партии из четырех. 
б) Вероятность выиграть не менее трех партий из четырех 

 

а вероятность выиграть не менее пяти партий из восьми 

 

Так как 93/256 > 5/16,  то вероятнее выиграть не менее пяти 
партий из восьми. 
Аналогично решаются задачи 8.1—8.31. 
Пример 8.2. Имеется шесть потребителей электрического 

тока, для первого из которых при определенных условиях 
вероятность того, что произойдет авария, приводящая к 
отключению потребителя, равна 0,6, для второго—0,2, а для 
четырех остальных — по 0,3. Определить вероятность того, что 
генератор тока будет отключен полностью: а) если все 
потребители соединены последовательно; б) если потребители 
соединены так, как показано на схеме (рис. 7). 
Решение, а) Вероятность неотключения всех шести 
потребителей равна произведению вероятностей неотключения 



каждого потребителя,  

 
т. е. 
 

 
Искомая вероятность равна вероятности отключения хотя бы 
одного потребителя, т. е. p = 1 – q  0.923  

 
б) В этом случае генератор будет отключен полностью, если 

в каждой паре последовательно соединенных потребителей 
отключен хотя бы один потребитель: 

 
Аналогично решаются задачи 8.32—8.35. 
Пример 8.3. Партия изделий содержит один процент брака. 

Каков должен быть объем случайной выборки, чтобы 
вероятность встретить в ней хотя бы одно бракованное изделие 
была не меньше 0,95? 
Решение. Искомое число я находится по формуле 

. 
 В данном случае Р = 0,95, а  р = 0,01. 

Поэтому  

 
Аналогично решаются задачи 8.36—8.40. 
Пример 8.4. Оптовая база снабжает 10 магазинов, от каждого 

из которых может поступить заявка на очередной день с 
вероятностью 0,4 независимо от заявок других магазинов. 
Найти наивероятнейшее число заявок в день и вероятность 
получения этого числа заявок. 
Решение.  В данном случае  п = 10 , р= 0,4, (n + 1)p= 4,4. 

Наивероятнейшее число µ, заявок равно целой части числа  (n + 
1)p т.е. µ = 4 
Вероятность четырех заявок из десяти 

 

Аналогично решаются задачи 8.41—8.42. 

Задачи 

8.1. Определить вероятность того, что номер первой 
встретившейся автомашины не содержит: а) цифры пять; 
б) двух пятерок. 
Известно, что все номера четырехзначные, неповторяющиеся 

и равновозможные. 
    8.2. В семье десять детей. Считая вероятности рождения 
мальчика и девочки равными 0,5, определить вероятность того, 



что в данной семье: а) пять мальчиков; б) мальчиков не менее 
трех, но и не более восьми. 

8.3. Из таблицы случайных чисел наудачу выписаны 200 
двузначных случайных чисел (от 00 до 99). Определить 
вероятность того, что среди них число 33 встретится; 
а) три раза; б) четыре раза. 

8.4. В библиотеке имеются книги только по технике и 
математике. Вероятности того, что любой читатель возьмет 
книгу по технике и по математике, равны соответственно 0,7 и 
0,3. Определить вероятность того, что пять читателей подряд 
возьмут книги или только по технике, или только по 
математике, если каждый из них берет только одну книгу. 

8.5. Две электрические лампочки включены в цепь после-
довательно. Определить вероятность того, что при повышении 
напряжения в сети выше номинального произойдет разрыв 
цепи, если вероятность того, что лампочка перегорит, для обеих 
лампочек одинакова и в этих условиях равна 0,4.  

8.6. Событие В наступает в том случае, если событие A 
появится не менее трех раз. Определить вероятность появления 
события В. если вероятность появления события А при одном 
опыте равна 0,3 и произведено: а) пять независимых опытов; б) 
семь независимых опытов. 

8.7. Электрическая схема, содержащая два блока типа А, 
один блок типа В и четыре блока типа С, составлена так, как это 
показано на рис. 8. Определить вероятность раз", рыва цепи, 
неустранимого с помощью ключа K, если элементы типа А 
выходят из строя с вероятностью 0,3, элементы типа В—с 
вероятностью 0,4, элементы типа C с вероятностью 0,2. 

8.8. Вероятность того, что агрегат необходимо поставить на 
ремонт после m аварий, определяется формулой 

,  
где (ϖ—среднее число аварий до постановки агрегата на 
ремонт. Доказать, что вероятность того, что после п 
производственных циклов потребуется ремонт, определяется по 

формуле , где 

 

р — вероятность того, что во время одного производственного 
цикла произойдет авария. 

8.9. Производится четыре независимых опыта, в каждом из 
которых событие Л происходит с вероятностью 0,3. Событие В 
наступает с вероятностью, равной 1, если событие А произошло 
не менее двух раз; не может наступить, если событие А не имело 
места, и наступает с вероятностью 0.6, если событие А имело 
место один раз. Определить вероятность появления события В. 

8.10. По мишени в тире произведено 200 независимых 



выстрелов при одинаковых условиях, которые дали 116 
попаданий. Определить, какое значение вероятности попадания 
на один выстрел более вероятно: 1/2 или 2/3, если до опыта обе 
гипотезы равновероятны и единственно возможны. 

8.11. Рассчитать зависимость вероятности хотя бы одного 
появления события А при 10 независимых опытах от вероят-
ности р появления события А в каждом опыте для следующих 
значений р: 0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6.  

8.12. Вероятность хотя бы одного появления события при 
четырех независимых опытах равна 0,59. Какова вероятность 
появления события A при одном опыте, если при каждом опыте 
эта вероятность одинакова?  

8.13, Вероятность появления некоторого события в каждом 
из восемнадцати независимых опытов равна 0,2. Определить 

вероятность появления этого события по крайней: мере 
три раза. 

8.14. Вероятность выигрыша на каждый из лотерейных 
билетов равна 0,02. Рассчитать вероятности хотя бы одного 
выигрыша на n билетов для n  = 1, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 
90. 100, если считать, что билеты принадлежат разным сериям. 

8.15. Если известно, что на лотерейный билет выпал 
выигрыш, то вероятности того, что выигрышем будет вело-
сипед или стиральная машина, равны соответственно 0,03 и 
0,02. Найти вероятность выигрыша хотя бы одного из этих 
предметов на 10 выигравших лотерейных билетов, выбранных 
из разных серий. 

      8.16. Игра состоит в набрасывании колец на колышек. Игрок 
получает 6 колец и бросает кольца до первого попадания. 
Найти вероятность того, что хотя бы одно кольцо останется 
неизрасходованным, если вероятность попадания при каждом 
броске равна 0,1. 

8.17. Определить вероятность получения не менее 28 очков 
при трех выстрелах из спортивного пистолета по мишени с 
максимальным числом очков, равным 10, если вероятность 
получения 30 очков равна 0,008. Известно, что при одном 
выстреле вероятность получения восьми очков равна 0,15. а 
менее восьми очков—0,4. 

8.18. Два баскетболиста делают по три броска мячом в 
корзину. Вероятности попадания мяча при каждом броске 
равны соответственно 0,6 и 0,7. Найти вероятность того, что: 
а) у обоих будет равное количество попаданий; б) у первого 
баскетболиста будет больше попаданий, чем у второго. 

         8.19. Вероятность того, что лампа останется исправной 
после 1000 часов работы, равна 0,2. Какова вероятность того, 
что хотя бы одна из трех ламп останется исправной после 1000 
часов работы? 

8.20. Трое рабочих на своих станках производят изделий 
только отличного и хорошего качества, причем первый д 
второй из них производят изделия отличного качества с ве-
роятностью 0,9, а третий—с вероятностью 0,8. Один из этих 
рабочих изготовил 8 изделий, среди которых 2 хороших. 
Какова вероятность, что среди  следующих 8 изделий, 
изготовленных тем же рабочим, будут 2 хороших и б от-



личных? 

8.21. Для победы в волейбольном состязании команда 
необходимо выиграть три партии из пяти; команды неравно-
сильны. Определить вероятность выигрыша в каждой партии 
для первой команды, если для уравнивания шансов она должна 
дать фору: а) в две партии; б) в одну партию 

8.22. Матч между двумя шахматистами проводится на  
следующих условиях: 1) учитываются только результативные 
партии; 2) выигравшим считается тот, кто первым наберет 
четыре очка при условии, что у противника при этом не более 
двух очков; 3) если у обоих игроков по три очка, то выигрывает 
тот, кто первым наберет пять очков. 
Определить вероятности выигрыша матча для каждого из 

игроков, если вероятности выигрыша каждой партии отно-
сятся, как три к двум.  

 8.23. Для прикуривания гражданин пользовался двумя 
коробками спичек, доставая наудачу ту или иную коробку, 
Через некоторое время он обнаружил, что одна коробка пуста. 
Какова вероятность, что во второй коробке при этом k спичек, 
если вначале в каждой коробке было по п спичек? 
(Задача Банаха). 

8.24. Вероятность попадания стрелком в десятку равна 
0.7, а в девятку—0,3. Определить вероятность того, что: 
данный стрелок при трех выстрелах наберет не менее 29 
очков. 

8.25. Во время каждого из опытов на 1 час в цепь 
включается батарея мощностью в 120 вт или в 200 вт; 
вероятности благоприятного исхода опыта равны соответст-
венно 0,06 и 0,08. Результат проведенной серии опытов 
считается достигнутым в случае хотя бы одного благоприят-
ного исхода опыта с батареей в 200 вт, или хотя бы двух с 
батареей в 120 вт. Общая энергия, затраченная на про-
изводство всех опытов, не может превышать 1200 вт. Какие 
батареи выгоднее использовать? 

8.26. Прибор выходит из строя, если перегорит не менее 
пяти ламп I типа или не менее двух ламп II типа. Определить 
вероятность выхода из строя прибора, если известно, что 
перегорело пять ламп, а вероятности перегорания ламп 
I и II типов равны соответственно 0,7 и 0,3. 

8.27. Вероятность возникновения опасной для прибора 
перегрузки в каждом опыте равна 0,4. Определить вероят-
ность отказа прибора в серии из трех независимых опытов. 

 
если вероятности отказа прибора при одной, двух и трех 
опасных перегрузках соответственно равны 0,2; 0,5 и 0,8. 

8.28. Вероятность участия в каждом из опытов любого 
из п одинаковых объектов равна р(р < 1/n). Если данный 
объект участвовал в опытах ровно k раз, результат опытов 
считается достигнутым. Определить вероятность достижения 
результата после т опытов. 

8.29. В условиях предыдущей задачи определить вероятность 
достижения результата при (2k—1) опытах, если после 
достижения намеченного результата опыты прекращаются.  
8.30. Вероятность отказа каждого прибора при испытании 



равна 0,2. Сколько таких приборов нужно испытать, чтобы с 
вероятностью не менее 0,9 получить не меньше трех отказов? 

8.31. Пункт A нужно связать с 10 абонентами пункта В. 
Каждый абонент занимает линию 12 минут в час. Вызовы 
любых двух абонентов независимы. Какое минимальное ко-
личество каналов необходимо для того, чтобы можно было в 
любой момент с вероятностью 0,99 обслужить всех абонентов? 

8.32. Последовательно послано четыре радиосигнала. 
Вероятности приема каждого из них не зависят от того, 
приняты ли остальные сигналы, и соответственно равны 0,1; 
0,2; 0,3 и 0,4. Определить вероятность приема k сигналов 
(k = 0, 1, 2, 3, 4). 

8.33. Используя условия предыдущей задачи, определить 
вероятность установления двусторонней радиосвязи, если ве-
роятность этого события при приеме одного сигнала равна 0,2, 
при приеме двух равна 0,6, а при приеме трех и четырех —
единице. 

8.34. Вероятности перегорания первой, второй и третьей 
ламп равны соответственно 0,1; 0,2 и 0,3. Вероятности выхода 
из строя прибора при перегорании одной, двух и трех ламп 
равны соответственно 0,25; 0,6 и 0,9. Определить вероятность 
выхода прибора из строя. 

8.35. Охотник стреляет в лося с расстояния 100 м и 
попадает в него с вероятностью 0,5. Если при первом 
выстреле попадания нет, то охотник стреляет второй раз, но с 
расстояния 150 м. Если нет попадания и в этом случае, то 
охотник стреляет третий раз, причем в момент выстрела рас-
стояние до лося равно 200 м. Считая, что вероятность по-
падания обратно пропорциональна квадрату расстояния, опре-
делить вероятность попадания в лося. 

8.36. Сколько чисел необходимо взять из таблицы слу-
чайных чисел, чтобы с наибольшей вероятностью обеспечи-
валось появление среди них трех чисел, оканчивающихся 
цифрой 7? 
 8.37. Вероятность попадания в десятку при одном выстреле р = 
0,2. Сколько нужно произвести независимых выстрелов, чтобы 
с вероятностью не менее 0,9. попасть в десятку хотя бы один 
раз? 

8.38. 3а один цикл автомат изготовляет 10 деталей. За какое 
количество циклов вероятность изготовления хотя бы одной 
бракованной детали будет не менее 0,8, если вероятность того, 
что любая деталь бракованная, равна 0,01? 

8.39. На прямой через 60 см один от другого расположены 
центры окружностей, диаметры которых одинаковы и равны 1 
см. Несколько таких прямых устанавливаются параллельно 
друг другу в одной плоскости, причем относительный сдвиг 
линий равновозможен на любую величину от 0 до 60 см. 
Перпендикулярно этим линиям в той же плоскости 
перемещается круг радиуса 7 см. Какое количество линий 
должно быть, чтобы вероятность пересечения окружности 
перемещающегося круга с какой-либо окружностью была не 
менее 0,9? 
 8.40. Из ящика, в котором 20 белых и 2 черных шара, n раз 
извлекаются шары по одному, причем после каждого 
извлечения шар возвращается. Определить наименьшее число 
извлечений, при котором вероятность достать хотя бы один  раз 



черный шар будет больше половины. 
8.41. Для данного баскетболиста вероятность забросить мяч 

в корзину при броске равна 0,4. Произведено 10 бросков. 
Найти наивероятнейшее число попаданий и соответствующую 
вероятность. 

8.42. Найти наивероятнейшие числа отрицательных и по-
ложительных ошибок и соответствующую вероятность при 
четырех измерениях, если при каждом измерении вероятность 
получения положительной ошибки равна 2/3. а отрицательной 
— 1/3. 



 

§ 9. Полиномиальное распределение. Рекуррентные 
формулы. Производящие функции 

Основные формулы 
Вероятность того, что при п независимых опытах, в каждом 

из которых может произойти только одно из событий A1, A2, ..., 
Am ,соответственно с вероятностями p1, p2, ..., pт ,события  Ak(k = 

1, 2, ... , m) произойдут ровно nk раз  , определяется 
формулой полиномиального распределения    

 
Вероятность Pn;n1;n2,…,nm является коэффициентом при  

 в следующей производящей функции: 

 
Производящая функция для n + N независимых опытов 

является произведением производящих функций для п и 
соответственно для N опытов. Использование этого свойства 
часто существенно упрощает вычисление искомых вероят-
ностей. Для этих же целей применяется соответствующая 
замена аргументов в производящей функции. Если, например, 
нужно определить вероятность того, что событие A1 при п 
испытаниях появится на l раз больше, чем событие А2, то в 
производящей функции следует положить u2 = 1/u, u1 = u, 
uj = 1(j = 3, 4, ... , т). Искомая вероятность является 
коэффициентом при иl в разложении по степеням а функции 

       
и требуется определить вероятность того, что сумма номеров 
появившихся событий равна r, то искомая вероятность 
является коэффициентом при иr в разложении по степеням u 
функции 

 
При разложении G(u) в ряд удобно для (1 - u)-n .использовать 
следующее разложение: 

 
Факториалы больших чисел могут быть найдена на таблицы 
логарифмов, этих величин [2Т] или вычислены по формуле? 
Стирлинга 

 

Вероятность появления события при n опытах иногда может 
быть получена с помощью соотношений (рекуррентных 
формул) вида 

 



где ak и bk,—известные постоянные. Искомая вероятность 
определяется переходом от n к n + 1 после расчета по исходным 
данным вероятностей для нескольких значений k. 

Решение типовых примеров 
Пример 9.1. Вероятности того, что диаметр любой детали 

меньше допустимого, больше допустимого и в допустимых 
пределах, равны соответственно 0,05; 0,10 и 0,85. Из общей 
партии берутся наудачу 100 деталей. Определить вероятность 
того, что среди них будет пять деталей с меньшим диаметром и 
пять деталей с большим диаметром. 
Решение. Пусть событие А1—выбрана наудачу деталь 

первого, A2—второго и А3—третьего типа. По условию p1=0,05, 
p2=0,10, p3=0,85. Всего производится n = 100 опытов. 
Определяется вероятность р того, что при этом события A1 и A2 
произойдут по пяти раз. Тогда n1= п2= 5, n3=90. Поэтому 
искомая вероятность 

 

Логарифмируя данное равенство; находим 

 

Воспользовавшись таблицей для логарифмов факториалов и 
таблицей десятичных логарифмов, получаем 

 
Аналогично решаются задачи 9.1—9.7 и 9.25. 
Пример 9.2. При каждом испытании вероятность появления 

события равна р. С какой вероятностью оно произойдет четное 
число раз при n испытаниях? 
Решение. Обозначим через рk вероятность того, что после k 

опытов событие произойдет четное число раз. 
Перед k-м опытом можно сделать две гипотезы: при (k — 1)-

м опыте событие произошло четное или нечетное число раз. 
Вероятности этих гипотез равны соответственно Рk-1 1- Рk-1 

 Тогда 

 
т. е. 

 
Представив последнее выражение в виде 

 
и перемножив левые и правые части всех п таких равенств. 
получим                                    ; 



Сокращая обе части равенства на  

  
находим 

 
Так как р0 = 1, то искомая вероятность будет 

 
Аналогично решаются задачи 9.8—9.13 и 9.26. Пример 9.3. 
Определить вероятность получения билета, у которого равны 
суммы первых трех и последних трех цифр номера, если номер 
шестизначный и может "быть любым от 000 000 до 999 999. 
Решение. Рассмотрим сначала первые три цифры номера. 

Так как они произвольны, то можно считать, что производится 
три опыта (п = 3), в результате каждого из 
которых с вероятностью р=1/10 появляется одна из цифр. В 
данном случае число событий т =10, вероятности 

рk = 1/10 (k = 0, 1, ... ,9), а производящая функция имеет вид 

 

где индекс k и иk, указывает на то, что в результате опыта 
появляется число k. 
 Положим uk = uk. Тогда у функции 

коэффициент при uσ равен вероятности того, что сумма первых 
трех цифр номера билета равна σ. Аналогично у функции

 



коэффициент при u-σ равен вероятности того, что сумма 
последних трех цифр номера билета равна σ. Но тогда у 
функции 

 

коэффициент при и0 равен искомой вероятности того что 
суммы первых трех и последних трех цифр номера билета 
равны. 
Имеем 

 

Поэтому искомая вероятность будет 

 

Аналогично решаются задачи 9.14—9.24. 

Задачи 
9.1. В урне имеется три шара: черный, красный и белый. Из 

урны шары по одному извлекались 5 раз, причем после каждого 
извлечения шар возвращался обратно. Определить вероятность 
того, что черный и белый шары извлечены не менее чем по два 
раза каждый. 

9.2. Рабочий производит с вероятностью 0,90 годное изделие, 
с вероятностью 0,09 — изделие с устранимым браком и с 
вероятностью 0,01—с неустранимым браком. Произведено три 
изделия. Определить вероятность того, что среди них хотя бы 
одно годное изделие и хотя бы одно с устранимым браком. 

9.3. Каждый из девяти шаров с одинаковой вероятностью. 
может быть помещен в один из трех первоначально пустых 
ящиков. Определить вероятность того, что: а) в каждый ящик 
попало по три шара; б) в один ящик попало четыре шара, в 
другой—три, а в оставшийся—два шара. 

9.4. По мишени, состоящей из внутреннего круга и двух 
концентрических колец, производится десять выстрелов из 
спортивного пистолета. Вероятности попадания в указанные 
области при каждом выстреле равны соответственно 0,15; 
0,22 и 0,13. Определить вероятность того, что при этом будет 
шесть попаданий в круг, три — в первое кольцо и одно 
попадание во второе кольцо. 

9.5. Прибор имеет четыре блока, в каждом из которых 
имеются электронные лампы. Если известно, что одна лампа 
вышла из строя, то вероятности того, что эта лампа при-
надлежит данному блоку, равны соответственно р1 = 0,6111, 
P2=P3= 0,0664, P4 = 0,2561 и не зависят от того, сколько ламп 
вышло из строя до этого. Определить вероятность прекращения 
работы прибора при выходе из строя четырех ламп, если прибор 
прекращает работать как при выходе из строя хотя бы одной 
лампы из первого блока, так и в том 



случае, когда и во втором и в третьем - блоках выходят из 
строя хотя бы по одной лампе. 

9.6. В электропоезд, состоящий из шести вагонов, садится 
двенадцать человек, причем выбор каждым пассажиром вагона 
равновозможен. Определить вероятность того, что; а) в каждый 
вагон вошло по два человека; б) в один вагон никто не вошел, в 
другой — вошел один человек, в два вагона - по два человека, а 
в оставшиеся два вагона соответственно три и четыре человека. 

9.7. Урна содержит l белых, m черных и п красных шаров. 
Производится l1+m1+n1 извлечений шаров по одному с 
возвращением каждого извлеченного шара. Определить 
вероятность того, что будет извлечено; а) сначала l1 белых, 
затем m1 черных и наконец  n1 красных шаров; 
б) l1 белых, m1 черных и  n1 красных шаров, причем все шары 
одного цвета появляются подряд, но последовательность 
цветов может быть любой; в) l1 белых, m1 черных и n1 красных 
шаров в любой последовательности. 

9.8. Определить вероятность того, что при п бросаниях 
монеты герб появится нечетное число раз. 

9.9. Два равносильных противника играют в шахматы до тех 
пор, пока один из них не выиграет на две партия 
больше, чем другой. Какова вероятность, что будет сыграно 2n 
результативных партий? 

9.10. Двое играют до тех пор, пока один из них не выиграет 
все деньги у другого. Определить вероятность того, что при 
этом будет сыграно ровно п партий, если все ставки одинаковы, 
каждый игрок в начале игры имеет по три ставки, а вероятность 
выигрыша в любой партии для каждого из игроков равна 
половине. 

9.11. Два  игрока продолжают игру до полного разорения 
одного из них. Капитал первого игрока равен п рублей, второго 
— т рублей. Вероятности выигрыша каждой партии для этих 
игроков равны соответственно р и q (p+q=1), В каждой партии 
выигрыш одного игрока (проигрыш другого) равен одному 
рублю. Определить вероятности разорения для каждого из 
игроков. 

9.12. В шахматы играют n+1 равносильных игроков, причем 
каждый по очереди играет с победителем. Игра продолжается 
до тех пор, пока один из игроков не выиграет подряд у всех п 
противников. Какова вероятность, что при 



этом будет сыграно ровно т. результативных партий (ничьи не 
учитываются)? 

9.13. Матч между двумя равносильными шахматистами 
происходит на следующих условиях: 
1) учитываются только результативные партии; 
2) победившим считается набравший шесть очков, если его 

противник набрал не более четырех очков; 
3) если у одного шесть, а у другого пять выигранных партий, 

то игра продолжается до тех пор, пока разрыв не составит два 
очка. 
Определить вероятность того, что результативных партий 

придется играть: а) не более десяти; б) ровно п. 
9.14. Вероятность появления события в каждом из n опытов 

одинакова и равна р. Доказать, что производящей функцией для 
вероятностей появления события менее п—т раз является 
функция 

 
9.15. Вероятность появления события в k-м опыте равна рk (k 

= 1, 2, ..., п). Доказать, что производящими функциями для 
вероятностей появления события соответственно не более т и 
не менее п — т раз при п независимых опытах являются 
функции 

 



9.16. Два стрелка производят по п выстрелов, причем 
каждый стреляет по своей мишени. Определить вероятность 
того, что у них будет по одинаковому числу попаданий, если 
вероятность попадания при каждом выстреле постоянна и равна 
половине. 

9.17. В каждом из двух одинаковых приборов - левом и 
правом - имеется по две лампы. После 100 часов работы только 
в одном приборе с вероятностью 1/4 перегорает одна лампа и с 
вероятностью 1/16—обе лампы. Определить вероятность того 
что в n парах таких приборов ламп в левых приборах перегорит 
по крайней мере на т (т [ 2n) больше, чем в правых. Рассчитать 
эту вероятность для случая, когда n=m=3. 

9.18, Матч на звание чемпиона мира по стоклеточным 
шашкам состоит из двадцати партий. Определить вероятность 
того, что матч окончится с результатом 12:8, если вероятности 
выигрыша каждой партии для обоих игроков равны 0,2.  

 9.19. Для победы в матче за звание чемпиона мира по 
шахматам  претенденту  необходимо  набрать  не  менее 121/2 
очков из 24 возможных. При ничейном исходе (12: 12) звание 
чемпиона мира сохраняется за чемпионом. Встречаются два 
равносильных противника, у которых вероятности выигрыша 
каждой партии в два раза меньше вероятности ничейного 
исхода. Определить: а) вероятность того, что чемпионом мира 
останется прежний чемпион, и вероятность того, что чемпионом 
мира станет претендент; б) вероятность того, что в матче будет 
сыграно двадцать партий.  

   9.20, Определить вероятность того, что при бросании n 
игральных костей (кубиков) сумма очков на верхних гранях 
будет а) равна заданному числу т, б) не больше т. Найти эти 
вероятности при п =10, m = 20. 

9.21. Определить вероятность получения билета, у которого 
сумма цифр номера равна 21, если номер билета 
равновозможен от 0 до 999 999. 

9.22. Каждая из п величин Х1, Х2, ..., Хn с одинаковой 
вероятностью может принимать любое целое положительное 
значение от 1 до т. Найти вероятность того, что сумма Х1 + Х2 
+ …+Xn будет а) равна заданному числу N (пт / N //// п); б) не 
меньше заданного числа N. 

9.23. Два стрелка производят по три выстрела каждый в 
свою мишень. Один стрелок при каждом выстреле с оди-
наковой вероятностью выбивает любое количество очков от 7 
до 10, а для другого вероятности выбить 7 и 10 очков равны 1/8, 
а вероятности выбить 8 и 9 очков равны 3/8. Найти вероятность 
того, что: а) первый стрелок выбьет 25 очков; б) второй стрелок 
выбьет 25 очков; в) оба стрелка выбьют одинаковое количество 
очков. 

9.24. Бросают две монеты. Определить вероятность того, что 
равное количество гербов будет при n-м бросании монет (не 
раньше). 

9.25. Определить вероятность необходимости повторного 
голосования при выборе l человек, если голосуют п человек; 
вероятность быть вычеркнутым для каждого из k кандидатов 
одинакова  и равна p а для выбора кандидата необходимо 



получить большинство голосов. Повторное голосование про-
изводится в том случае, если будет равное число голосов у l -го 
и (l + 1)-го кандидатов (по числу полученных голосов). 

9.26. Две равносильные волейбольные команды играют одну 
партию. Игра продолжается до тех пор, пока одна команда не 
будет иметь по крайней мере на два очка больше, чем другая, 
причем наименьшее необходимое число очков равно 15. 
Определить вероятности: а) Рk и Qk, выигрыша первой 
(подающей первый мяч) и второй команд со счетом 15: k  
(k=0, 1, .... 13); б) Р1, и Q1 выигрыша для обеих команд, когда 
проигравшая команда имеет не более 13 очков; в) рk и qk, 
выигрыша со счетом (16+k) : (14+k) (k = 0, 1, ...); г) PII и QII 
выигрыша, когда каждая команда потеряла не менее 14 очков; 
д) Р и Q выигрыша первой и второй команд.  

ГЛАВА II 

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

§ 10. Ряд, многоугольник и функция распределения 
вероятностей дискретных случайных величин 

Основные формулы 
Случайная величина называется дискретной, если ее частные 

(возможные) значения можно пронумеровать. 
Дискретная случайная величина Х может быть задана: 
1) рядом распределения, 2) функцией распределения (инте-
гральным законом распределения). 
Рядом распределения называется совокупность всех воз-

можных значений xi и соответствующих им вероятностей pi = Р 
(X = xi). Ряд распределения может быть задан в виде таблицы 
(табл. 2) или формулой. 

Таблица 2 

xi x1 x2 … xn 

pi p1 p2 … pn 

 

Вероятности pi удовлетворяют условию 

 
где число возможных значений п может быть конечным или 
бесконечным. 
Графическое изображение ряда распределения называется 

многоугольником распределения. Для его построения воз- 



можные значения случайной величины (xi)-откладываются по 
оси абсцисс, а вероятности pi—по оси ординат; точки Ai с 
координатами (хi, рi) соединяются ломаными линиями 
(рис. 9). 
Функцией распределения (интегральным законом распре-

деления) случайной величины Х называется функция F(х), 

 

рис. 9. 

равная вероятности Р (X < х) того, что случайная величина 
будет меньше произвольно выбранного значения х. Функция F 
(х) вычисляется по формуле 

 
где суммирование ведется по всем значениями i, для которых 
xi < х. 

Решение типовых примеров 
Пример 10.1. Из партии, состоящей из 100 изделий. среди 

которых имеется 10 бракованных, выбраны случайным 
образом пять изделий для проверки их качества. Построить 
ряд распределения случайного числа Х бракованных изделий, 
содержащихся в выборке. 
Решение. Так как в выборке число бракованных изделий 

может быть любым целым числом в пределах от 0 до 5 
включительно, то возможные значения xi случайной величины 
Х равны: 

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4, x6 = 5  

 



Вероятность Р (X = k) того, что в выборке окажется ровно k 
(k =0, 1, 2, 3, 4, 5) бракованных изделий, равна 

 
В результате расчетов по данной формуле с точностью до 

0,001 получим:                 - 

 

Используя для проверки равенство   
 убеждаемся что расчеты и округление произведены правильно 
(см. табл. 3). 
Таблица 3 

xi 
 

0 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

pi 0,583 
 

0,340 
 

0,070 
 

0,007 
 

0 
 

0 
 

 
Аналогично решаются задачи 10.13 и 10.14.  
Пример 10.2. Изделия испытываются при перегрузочных 
режимах. Вероятности для каждого изделия пройти 
испытания равны 4/5 и независимы. Испытания заканчиваются 
о после первого же изделия, не выдержавшего испытания. 
Вывести формулу для ряда распределения числа испытаний. 
Решение. Испытания заканчиваются на k-м изделии  

(k=1, 2, 3, ...), если первые k -1 изделий пройдут испытания,  
a k-e. изделие не выдержит испытаний. 
Если X — случайное число испытаний, то 

 
Полученная формула для ряда распределения эквивалентна 
таблице 4. 



Таблица 4 
xi 
 

1 
 

2 
 

3 
 

... 
 

k 
 

... 
 

pi 
 

1/5 
 

4/52 
 

42/53 
 

... 4k-1/5k 
 

... 
 

 

Особенность данной задачи состоит в том, что теоретически 
число испытаний может быть бесконечно большим, однако 
вероятность такого события стремится к нулю: 

 
Аналогично решаются задачи 10.2, 10.4, 10.5, 10.7, 10.10 и 

10.12. 
Пример 10.3. На пути движения автомашины четыре 

светофора. Каждый из них с вероятностью 0,5 либо разрешает, 
либо запрещает автомашине дальнейшее движение. 
Построить многоугольник распределения вероятностей числа 

светофоров, пройденных автомашиной до первой остановки. 
Решение. Х—случайное число светофоров, пройденных 

автомашиной до первой остановки; оно может принимать 
следующие значения: 

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4. 

Вероятности pi = (X = xi) того, что число пройденных 
светофоров Х будет равно данному частному значению, 
вычисляются по формуле 

 

где  р — вероятность светофору  задержать  автомашину (p = 
0,5). 
В результате вычислений получим р1= 0,5, p2=0,25, p3=0,125, 

p4= 0.0625, p5= 0,0625.   По полученным данным строим 
многоугольник распределения вероятностей (рис. 10). 
Аналогично решаются задачи 10.3, 10.8, 10.9.  
Пример 10.4.  Космическая ракета имеет прибор, состоящий из 
четырех блоков A1, A2, A3 и А4, каждый из которых дает отказ 
при попадании в него хотя бы одной  элементарной частицы. 
Отказ прибора в целом наступает 

 



как при отказе блока A1? так и при одновременном отказе всех 
трех блоков A2, A3 и А4. 

Построить функцию распределения F(x) случайного числа Х 
частиц, после попадания которых в прибор он дает отказ, если 
вероятность частице, попавшей в прибор, попасть в блок A1; 
равна p1 = 0,4, а в блоки А2  A3 и А4. соответственно равна р2= 
р3= р4=0,2. 
Решение. Обозначим A1, A2, A3 и А4, события, состоящие в 

поражении блоков A1, A2, A3 и А4, соответственно. Искомая 
функция распределения F(x) равна вероятности того, что при 
числе попаданий п < x прибор не выйдет из строя, т. е. 
F(x)=P(A1+A2A3A4). 

Используя формулу (см. § 5) 

 
и применяя формулу сложения вероятностей, получим  

 

где все вероятности определяются при условии попадания в 
прибор n частиц. Так как p1+p2+p3+p4 = 1 и при  

 
Рис. 11. 

каждом попадании частицы в прибор обязательно дает отказ 
один и только один из блоков, то 



 

Таким образом/учитывая, что р2=р3=р4=0,2, получим  

 
где под [х] понимается наибольшее целое число, меньшее х, 
например [5,9] = 5, [5] = 4. 
Таким образом, график функции распределения вероят-

ностей для нескольких начальных значений х имеет вид, 
Представленный на рис. 11. 
Аналогично решаются задачи 10.6 и 10.11. 

Задачи 
  10.1. Построить ряд распределения и функцию распределения 
случайного числа попаданий мячом в корзину при одном 
броске, если вероятность попадания мячом в корзину при одном 
броске р = 0,3. 
   10.2. Опыт состоит из трех независимых бросаний монеты, 
при каждом из которых герб выпадает с вероятностью р = 0,5. 
Для случайного числа появлений герба построить: 
а) ряд распределения; б) многоугольник распределения; 
в) функцию распределения. 
 10.3. Производятся последовательные испытания пяти при-
боров на надежность. Каждый следующий прибор испыты-
вается только в том случае, если предыдущий оказался 
надежным. Построить ряд распределения случайного числа 
испытанных приборов, если вероятность выдержать испытания 
для каждого из них равна 0,9.  
10.4. Независимые опыты продолжаются до первого по-
ложительного исхода, после чего они прекращаются. Найти для 
случайного числа опытов: а) ряд распределения; б) мно-
гоугольник распределения; в) наивероятнейшее число опытов, 
если вероятность положительного исхода при каждом опыте 
равна 0,5. 
   10.5. Два баскетболиста поочередно забрасывают мяч в 
корзину до тех пор, пока один из них не попадет. Построить 
ряд распределения случайного числа бросков, производимых 
каждым из баскетболистов, если вероятность попадания для 
первого равна 0,4, а для второго 0,6. 
10.6. Мишень состоит из круга № 1 и двух колец с номерами 2 и 
3. Попадание в круг № 1 дает 10 очков, в ко- 



льцо № 2 дает 5 очков, в кольцо № 3 дает —1 очко. Ве-
роятности попадания в круг № 1 и кольца № 2 и 3 соот-
ветственно равны 0,5; 0,3; 0,2. Построить ряд 
распределения для случайной суммы выбитых очков в 
результате трех попаданий. 
10.7. Опыт производится с помощью серии одинаковых 

приборов, которые включаются один за другим через 5 сек. 
Время срабатывания прибора 16 сек. Опыт прекращается 
сразу же после того, как сработает хотя бы один прибор. 
Найти ряд распределения для случайного числа 
включенных приборов, если вероятность сработать для 
каждого прибора равна 1/2.  10.8. Имеется п заготовок для 
одной и той же детали. Вероятность изготовления годной 
детали из каждой заготовки равна р. а) Найти ряд 
распределения числа заготовок, оставшихся после 
изготовления первой годной детали, б) Построить ряд 
распределения для случайного числа использованных 
заготовок. 
 10.9. Производятся испытания п изделий на надежность. 
причем вероятность выдержать испытания для каждого 
изделия равна р. Построить ряд распределения случайного 
числа изделий, выдержавших испытания. 
 10.10. Прибор, состоящий из блоков а,b1  и b2 дает отказ в 
случае осуществления события С = А+В1В2 где А — отказ 
блока а, B1 и B2—отказы блоков b1 и  b2 соответственно. 
Отказы происходят при попадании в блок хотя бы одной 
космической частицы. Построить ряд распределения числа 
случайных частиц, попадание которых в прибор приводит к 
его отказу, если вероятности попадания в блоки частицы, 
попавшей в прибор, равны Р(A) = 0,5, P(B1) = Р (В2) = 0,25. 
10.11. Опыт может быть удачным с вероятностью р или 

неудачным с вероятностью (1—р). Вероятность получения 
благоприятного результата при т удачных опытах Р (m) = 

. Построить ряд распределения числа опытов, 
которые необходимо поставить для достижения 
благоприятного результата. 
10.12. Число проведенных опытов Х случайно и может 

изменяться в пределах от 0 до :. Вероятность Р (X = k)= 

; 
 Каждый опыт может быть успешным с вероятностью р и 
неуспешным с вероятностью (1—p). Построить ряд 
распределения числа успешных опытов.  

10.13. Вероятность получения герба при каждом из пяти 
бросаний монеты равна 0,5. Составить ряд распределения 
отношения числа Х появлений герба к числу У появлений 
решетки. 

 10.14. Построить ряд распределения суммы цифр трех-
значных случайных чисел. 

§ 11. Функция распределения и плотность вероятности 
непрерывной случайной величины 

Основные формулы 



Непрерывной случайной величиной называется такая, 
которая может принимать любые числовые значения в 
заданном интервале и для которой при любом х из этого 
интервала существует предел 

 
именуемый плотностью вероятности. 

Непрерывная случайная величина задается либо 
функцией распределения F(x) (интегральным законом 
распределения), либо плотностью вероятности f(х) 
дифференциальным законом распределения). 
Функция распределения F (х) = Р (X < х), где х—про-

извольное действительное число, дает вероятность того, 
что случайная величина Х окажется меньше х. 
Функция распределения F(x) имеет следующие 

основные свойства: 

 
Плотность вероятности (дифференциальный закон распре-
деления) f(x) обладает следующими основными 
свойствами: 

 

Величина xр, определяемая равенством F(xp) = p, называется 
квантилем; квантиль x0.5 называют медианой. Если 
плотность имеет максимум, то значение х, при котором f(x) 
= max, называется модой. 
Понятие плотности вероятности f(х) может быть введено и 
для дискретной случайной величины, если положить 

 
где kх, - возможные значения случайной величины,  

 pk-соответствующие им вероятности: 

 

δ(х) — обозначение дельта-функции, т. е, такой функции что 
 



 

 

где ω(x)—любая непрерывная в точке х=у функция. Для δ (х) 
справедливо следующее аналитическое представление где 
интеграл понимается в смысле его главного значения. (См., 
например, И. М. Гельфанд и Г. Е. Шилов. «Обобщенные 
функции и действия над ними».)  

Решение типовых примеров 

Пример 11.1. Проекция Х радиуса-вектора случайной точки 
окружности радиуса а на диаметр имеет функцию рас-
пределения (закон арксинуса) 

 
Определить: а) вероятность того, что Х окажется в пределах 

промежутка (-a/2, a/2) б) квантиль x0.75; в) плотность 
вероятности f (х) случайной величины X; г) моду и медиану 
распределения. 
Решение, а) Вероятность того, что Х окажется в пре- 

делах  (-a/2, a/2), равна 

  
 
б) По условию р = 0,75; решая уравнение 

 
находим 

 
в) Плотность вероятности f(x) случайной величины Х равна: 
1) для всех x, принадлежащих промежутку (-a, a),  

   
2) нулю для всех остальных значений х. 
г) Модой распределения называется значение аргумента, при 

котором плотность вероятности достигает максимума. Закон 
арксинуса моды не имеет, так как функция 

 
не имеет максимума. Медианой распределения называется 
величина x0.5, определяемая равенством F(x0.5) = 1/2. Решая 
уравнение 

 
находим x0.5 = 0. 



Аналогично решаются задачи 11.1—11.8. 
Пример 11.2. Плотность вероятности случайной вели-
чины равна 

 
Требуется: а) найти коэффициент a; б) найти 

функцию распределения случайной величины X; в) 
вычислить вероятность попадания случайной величины 
в интервал (0,1/k). 
Решение, а) Коэффициент а определяем с помощью 

равенства 

 

Отсюда 

 

Двукратным интегрированием по частям получаем 

 

Следовательно, а = k3/2 и плотность вероятности 

имеет вид  

 

б) Функция распределения F(х) случайной величины Х 
определяется по формуле 

 

 

 
в) Вероятность Р (0 < Х < 1/k) попадания  случайной 
величины Х в заданный промежуток вычисляется по формуле 

 
Аналогично решаются задачи 11.9,11.10, 11.12. Пример 11.3. 
Электронная аппаратура имеет три параллельные дублирующие 
линии. Вероятность выхода из строя каждой линии за время 
гарантийного срока работы аппаратуры в целом равна 0,1. 
Используя дельта-функцию, написать выражение для плотности 
вероятности случайного числа линий, вышедших из строя за 
время гарантийного срока, если выход из строя одной линии не 
зависит от того, работают или вышли из строя другие линии. 
Решение. Обозначим через Х случайное число линий, 

вышедших из строя. Случайная величина Х дискретного типа 



имеет следующий ряд распределения (табл. 5): 
Таблица 5 
xk 0 1 2 3 

pk 0,729 0,243 0,027 0,001 

 
Пользуясь понятием плотности вероятности для дискретной 

случайной величины, получим 

 
Аналогично решается задача 11.15. 

Задачи 
11.1. Функция распределения равномерно распределенной 
случайной величины Х имеет вид 

 
1  при х > 1. Найти плотность вероятности случайной 
величины X. 

 11.2. Дана функция распределения случайной величины  

 (закон нормального распределения). 
Найти плотность вероятности случайной величины X.  
 11.3. В книге Г. Крамера [25] дана функция распределения 
годовых доходов лиц, облагаемых налогом; 



 

Определить размер годового дохода, который для слу-
чайно выбранного налогоплательщика может быть 
превзойден с вероятностью 0,5. 

   11.4. Функция распределения случайного времени безот-
казной работы радиоаппаратуры, имеет вид 

 

Найти: а) вероятность безотказной работы аппаратуры в 
течение времени T. б) плотность вероятности f(t). 

11.5. Случайная величина эксцентриситета детали 
характеризуется функцией распределения Рэлея 

             

Найти: а) моду распределения; б) медиану распределения; 
в) плотность вероятности f (х). 
 11.6. Функция распределения Вейбулла 

 

в ряде случаев характеризует срок службы элементов элек-
тронной аппаратуры. 
Найти: а) плотность вероятности f (х); б) квантиль рас-
пределения порядка р; в) моду распределения. 

   11.7. Случайное время простоя радиоэлектронной аппаратуры 
в ряде случаев имеет плотность вероятности 

 
где М = lg е = 0,4343... (логарифмически нормальный закон 
распределения). 

Найти: а) моду распределения при  
б) функцию распределения. 
 11.8. Дана функция распределения случайной величины X: 
F (х) = а+b arctg x/2—    (- :< x <:) (закон Коши). 
Определить: а) постоянные а и b; б) плотность вероятности; 

в) Р (α < Х < β). 

  11.9. Каково должно быть a, чтобы  являлось 
плотностью вероятности случайной величины X, изменяющейся 
в бесконечных пределах?  
 11.10. При каком значении а функция 

 



является плотностью вероятности случайной величины X? 
Найти: а) функцию распределения случайной величины X; 

б) вероятность попадания случайной величины в интервал (- 1, 
1). 
11.11. Шкала секундомера имеет цену делений 0,2 сек. 

Какова вероятность сделать по этому секундомеру отсчет 
времени с ошибкой более 0,05 сек., если отсчет делается с 
точностью до целого деления с округлением в ближайшую 
сторону? 
11.12. Азимутальный лимб имеет цену делений 1°. Какова 

вероятность при считывании азимутального угла сделать 
ошибку в пределах ±10’, если отсчет округляется до бли-
жайшего целого числа градусов? 
11.13. Известно, что вероятность выхода из строя элек-

тронной лампы в течение ∆x; дней, с точностью до величины 
порядка малости более высокого чем ∆x, равна k ∆x независимо 
от величины х дней, которые лампа проработала до интервала 
времени ∆x. Какова вероятность выхода из строя лампы в 
течение l дней? 

11.14. Линия трамвая имеет протяженность L. Вероятность 
того, что пассажир сядет в трамвай в окрестности точки х, 
пропорциональна x(L—х)2, а вероятность того, что пассажир, 
вошедший в точке х, выйдет в точке у, пропорциональна (у — 
х)h, h/0. 
Найти вероятность того, что: а) пассажир сядет в трамвай 

ранее пункта z, б) пассажир, севший в трамвай в точке х, выйдет 
после пункта z. 
11.15. Последовательные ускоренные испытания приборов 

на надежность производятся до первого отказа, после чего они 
прекращаются. Пользуясь понятием плотности вероятности для 
дискретной случайной величины, найти плотность вероятности 
случайного числа испытанных приборов, если вероятность 
отказа для всех приборов одна и та же и равна 0,5. 

§ 12. Числовые характеристики дискретных случайных 
величин 

Основные формулы 
В качестве числовых характеристик дискретных случайных 

величин чаще всего используются моменты этих величин. 
Начальные тk и центральные µk, моменты k-гo порядка 

дискретных случайных величин определяются формулами 

 
где М[Xk]- математическое ожидание Xk, хi—возможные 
значения случайной величины X, pi — соответствующие им 
вероятности, а х- математическое ожидание X. Таким образом, 
начальный момент первого порядка определяется формулой 

 
второй центральный момент, или дисперсия, — формулой 

 



или формулой 

 
Среднее квадратическое отклонение σ определяется соотно-
шением 

 
Если вероятности различных значений случайной величины 

Х зависят от событий Ak, то условное математическое ожидание 
случайной величины Х при условия Ak есть 

 
Если Ak (k = 1, 2, ... , m) образуют полную группу событий, 
т. е.  

, то полное математическое ожидание X 
связано с условным математическим ожиданием формулой  

 
Во всех приведенных выше формулах число слагаемых в 

суммах может быть бесконечным; в этом случае для суще-
ствования соответствующего математического' ожидания сумма 
должна сходиться абсолютно. 

Решение типовых примеров 
Пример 12.1. Партия, насчитывающая 100 изделий, содержит 

10 бракованных. Из всей партии случайным образом 
отбираются с целью проверки качества 5 изделий (случайная 
выборка). Найти математическое ожидание числа бракованных 
изделий, содержащихся в случайной выборке. 
Решение. Случайное число бракованных изделий, содер-

жащихся в выборке, имеет следующие возможные значения: 
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4, x6 = 5,  
Вероятности pi=P(X=xi) того что Х принимает данное значение 
xi  равны (см. пример 10.1) 

 



Искомое математическое ожидание 

 

Так как  есть коэффициент при u5 в произведении 

(1+u)10 (1+u)90 то  есть коэффициент при u5  
в выражении 

 

Следовательно, 

 

Аналогично решаются задачи 12.1 и 12.2. Пример 12.2. 
Дискретная случайная величина Х  задана рядом распределения 
рk= Р (X = k), k =1, 2, 3, ... Выразить математическое ожидание 
случайной величины X через производящую функцию G (и) (см. 
§ 9). 
Решение. По определению математического ожидания 

случайной величины 

 
С другой стороны, значение производной от производящей 

функции, вычисленное при u=1, равно 

 
следовательно 
M[X] = G’(1) 



Аналогично решаются задачи 12.3—12.6 и 12.24—
12.26. Пример 12.3. Опыт может быть успешным с 
вероятностью р и неуспешным с вероятностью 1 — р. 

Условная вероятность достижения намеченного 
результата после т успешных опытов Р(т) равна 

P(m)=1-(1-1/ϖ)m          (ϖ > 1). 

Найти математическое ожидание числа 
независимых опытов, необходимых для достижения 
намеченного результата. 
Решение. Обозначим Рn (А) вероятность 

достижения намеченного результата при п опытах. 
Если Рn,m - вероятность иметь ровно т успешных из 
общего числа п опытов, то согласно формуле полной 
вероятности 

 
Так как опыты независимы и вероятность 

успешного исхода в каждом из них равна р. то 

 

Подставляя в формулу для Рn(A) значения Рn,m и Р 
(т), получим  

 

Для достижения намеченного результата 
потребуется ровно п. опытов, если при n-м опыте он 
будет достигнут. Вероятность последнего события 
равна Рn (A)—Рn-1(А). Следовательно, М [X] — 
математическое ожидание случайного числа опытов, 
необходимых для достижения намеченного 
результата: 

Для вычисления последней суммы воспользуемся равенством 

 
при |х| < 1. Полагая в данном случав получим 



 
Аналогично решаются задачи 12.10—12.15, 12.21 и 12.31. 
Пример 12.4. Прибор имеет n предохранителей. В случае 
перегрузки сгорает один из предохранителей, который за-
меняется новым. Каково математическое ожидание М [N] числа 
перегрузок N. после которых в приборе окажутся замененными 
все первоначально установленные предохранители, если выход 
из строя в момент перегрузки любого из п предохранителей (как 
незамененного, так и нового) равновероятен? 
Решение. Обозначим М [N | k] математическое ожидание 

числа перегрузок, после которых все первоначально установ-
ленные п предохранителей окажутся замененными, если оста-
лись незамененными k предохранителей. 
Для вычисления М [N | k] воспользуемся формулой полного 

математического ожидания. Если остались незамененными k 
предохранителей (k //// 1), то для повреждения одного из них 
потребуется очередная перегрузка. В зависимости от 
результатов очередной перегрузки будут различными средние 
числа перегрузок, необходимых для сгорания предохранителей, 
оставшихся из числа первоначально установленных. 
При очередной перегрузке могут произойти два события: 
A1 — сгорел один из первоначально установленных 
предохранителей, вероятность чего Р(А1)=k/n; 

A2 — сгорел замененный предохранитель, вероятность чего 
Р(А2)=1 - k/n;. 

Если при очередной перегрузке произойдет событие A1 то 
математическое ожидание числа перегрузок для замены всех k 
предохранителей, не замененных до очередной пере- 



грузки, будет равно 1 + М [N | k — 1]. Если же при очередной 
перегрузке произойдет событие А2 то это математическое 
ожидание будет равно 1+М[N | k]. На основании формулы 
полного математического ожидания имеем 

 
или после несложных преобразований, 

 
Если k = 1, т. е. остался лишь один незамененный предо-

хранитель, то вероятность его замены равна 1/n. Следовательно, 
на основании примера 12.3 будем иметь 

M[N|1] = n.  
Итак, имеем цепь равенств: 

 
суммируя которые, получим п 

 

Аналогично решаются задачи 12.16, 12.20, 12.22 и 12.23. 
Пример 12.5. В результате испытания двух приборов (A и В) 
установлена вероятность наблюдения помех, оцениваемых по 
трехбалльной системе (табл. 6). 
Таблица 6 
Уровень помех 1 2 3 
Вероятность 
наблю- 
дения помех 
данного 
уровня 

 

Прибор А 
 
Прибор В 

 

0,20 
 
0.06 

 

0,06 
 
0,04 

 

0,04 
 
0,10 

 

 

По приведенным данным выбрать лучший прибор, если 
лучшим является тот, который в среднем имеет меньший 
уровень помех. 



Решение. Обозначим через Х случайный уровень помех. 
Средний уровень помех для прибора А. 
МA [X]= 0,20 • 1 + 0,06 • 2 + 0,04 • 3 = 0.44 балла. 
Для прибора В  
МB [X] = 0,06 • 1 + 0,04 • 2 + 0,10 • 3 = 0,44 балла. 
Итак, по среднему баллу оба прибора равноценны. В качестве 
дополнительного критерия сравнения используем среднее 
квадратическое отклонение уровня помех: 

 
Таким образом, прибор А дает более устойчивые показания 

относительно средних, и, следовательно, он лучше прибора В. 
Задачи 

       12.1. Определить математическое ожидание числа приборов, 
давших отказ за время испытаний на надежность, если 
испытанию подвергается один прибор, а вероятность его отказа 
р. 
12.2. Считая, что вес тела с одинаковой вероятностью может 

быть равен любому целому числу граммов от 1 до 10, 
определить, при какой из трех систем разновесов; а) 1, 2, 2, 5, 
10; б) 1. 2, 3, 4. 10; в) 1, 1, 2, 5, 10—среднее число необходимых 
для взвешивания гирь будет наименьшим, если при 
взвешивании разрешается гири ставить только на одну чашку, а 
подбор гирь при взвешивании осуществляется так, чтобы 
использовать наименьшее возможное число гирь. 
12.3. Испытуемый прибор состоит из пяти элементов. 

Вероятность отказа для элемента с номером i равна 
pi = 0,2 + 0,1(i - 1). 
Определить математическое ожидание и дисперсию числа 
отказавших элементов, если отказы элементов независимы. 
 12.4. Производятся независимые испытания трех приборов. 
Вероятность отказа каждого прибора соответственно равна р1, 
р2 и р3. Доказать, что математическое ожидание числа 
отказавших приборов равно р1 + р2 + р3.  
 12.5. Определить математическое ожидание числа приборов, 
отказавших в работе за время испытаний, если вероятность 
отказа для всех приборов одна и та же и равна р, а число 
испытуемых приборов n. 
12.6. В лотерее имеется т1 выигрышей стоимостью k1 m2 

стоимостью k2 ,.., mn —стоимостью kn. Всего билетов N. Какую 
стоимость билета следует установить, чтобы математическое 
ожидание выигрыша на один билет равнялось половине его 
стоимости? 
12.7. Первый игрок бросает 3, а второй 2 одинаковых 

монеты. Выигрывает и получает все 5 монет тот, у которого 
выпадает большее число гербов. В случае ничьей игра по-
вторяется до получения определенного результата. Каково ма-
тематическое ожидание выигрыша для каждого из игроков? 
12.8. Три игрока A, В, С играют на следующих условиях: в 



каждой партии участвуют двое; проигравший уступает место 
третьему; первую партию играют А с В. Вероятность выигрыша 
в каждой партии для каждого игрока равна ½   Игра 
продолжается до тех пор, пока один из игроков не выиграет 
подряд 2 раза. При этом он получает сумму т рублей. Каково 
математическое ожидание выигрыша для каждого игрока: а) 
после первой партии при условии, что A ее выиграл; б) в начале 
игры? 
12.9. Три игрока А, В, С играют на следующих условиях: в 

каждой партии участвуют двое; проигравший уступает место 
третьему; первую партию играют А с В. Вероятность выигрыша 
в каждой партии для каждого игрока равна 1/2 Игра 
продолжается до тех пор, пока один из игроков не выиграет 
подряд 2 раза; при этом он получает сумму выигрыша, равную 
числу всех сыгранных партий. Каково математическое 
ожидание выигрыша для игроков А и С до начала игры? 

          12.10. Автоматическая линия при нормальной настройке 
может выпускать бракованное изделие с вероятностью р. 
Переналадка линии производится сразу после первого же 
бракованного изделия. Найти среднее число всех изделий, 
изготовленных между двумя переналадками линии. 
12.11. Вероятность приема позывного сигнала одной ра-

диостанции .другой радиостанцией равна 0,2 при каждой 
посылке. Позывные подаются каждые 5 сек. до тех пор пока не 
будет получен ответный сигнал. Общее время прохождения 
позывного и ответного сигналов равно 16 сек. Найти среднее 
число подаваемых позывных сигналов до установления 
двусторонней связи. 

           12.12. Найти математическое ожидание и дисперсию числа 
изделий, изготовляемых на поточной линии при нормальной 
настройке за период между двумя переналадками, если при 
нормальной настройке вероятность изготовления бракованного 
изделия равна р, а переналадка производится после изготов-
ления k-го бракованного изделия. 
12.13. Условная вероятность отказа прибора, вычисленная в 

предположении о неработоспособности т элементов, имеет вид: 
а) для прибора А 

Р(т)= l – e-αm (α > 0; m = 0. 1, 2, ...); 
б) для прибора В 

 
Найти математическое ожидание числа неработоспособных 
элементов, приводящих к отказам приборов А и В. 
12.14. Блокировочная схема, состоящая из реле А, вклю-

ченного последовательно с двумя реле В и С, соединенными 
параллельно, должна обеспечить замыкание цепи между, 



 

клеммами I и II (рис. 12). Вследствие неисправности реле A 
может не сработать с вероятностью 0,18, а реле В и С— с 
одинаковыми вероятностями, равными 0,22. Определить 
среднее число включений схемы до первого отказа 
блокировочной схемы.      рис. 12 

 
12.15. Прибор имеет элементы А, В и С, уязвимые к 

космическому излучению и дающие отказ при попадании в них 
хотя бы одной частицы. Отказ прибора наступает в случае 
отказа элемента А или совместного отказа элементов В и С. 
Определить математическое ожидание числа частиц, попадание 
которых в прибор приводит к его отказу, если условные 
вероятности попадания в элементы A, В и С частицы, уже 
попавшей в прибор, соответственно равны 0,1; 0,2; 0,2. 

12.16. Прибор имеет п элементов типа А и т элементов типа 
В. В случае отказа элементов типа A они не заменяются, а 
работа прибора продолжается до тех пор, пока в схеме есть хотя 
бы один исправный элемент типа В. Элементы типа В в случае 
отказа вводятся в действие повторным включением так, что 
число исправных элементов типа В в схеме остается 
постоянным. Отказ любого из исправных элементов прибора 
равновозможен. Определить среднее число отказов элементов, 
приводящих к полному отказу прибора, т. е. к выходу из строя 
всех п элементов типа A. 
     12.17. Доказать, что дисперсия числа появлений события 
при однократном производстве опыта не превосходит 1/4.                    
12.18. Определить условия, для которых третий центральный 
момент биномиального распределения равен нулю.  
   12.19. Функция распределения случайной величины Х задана 
равенством 

 
Доказать, что если  

 
12.20. Из урны, содержащей весьма большое число белых и 

черных шаров, смешанных в равной пропорции, вынимаются 
последовательно 10 шаров. Шары, вынутые до первого 
появления черного шара, возвращаются в урну; первый 
появившийся черный шар и все последующие перекладываются 
во вторую, первоначально пустую, урну. Определить 
математическое ожидание числа белых и черных шаров 
во второй урне. 
Решить ту же задачу в предположении, что число я 
вынутых шаров является случайным и подчиняется закону 
Пуассона с параметром а = 10, т. е. 

 
12.21. Игра заключается в том, что монету бросают до 

появления герба. Если герб выпал при k-м бросании монеты, то 
игрок A получает k рублей от игрока В. Сколько рублей должен 



уплатить игрок Л игроку В перед началом игры для того, чтобы 
математические ожидания проигрыша для каждого игрока 
равнялись нулю (чтобы игра была «безобидной»)? 
12.22. Автоколонна может прибыть на станцию обслу-

живания в любой момент времени. При организации дежурства 
п ремонтных рабочих способом A среднее число 
обслуживаемых машин равно п р. При организации дежурства 
способом В будет обслужено: n[1—(1—р)2] машин, если 
автоколонна прибудет в первые две четверти суток; п р машин, 
если автоколонна прибудет в третью четверть суток; 
0,5 пр машин, если автоколонна прибудет в четвертую четверть 
суток. 
При каких значениях р следует предпочесть организацию 

дежурства способом В? 
12.23. Рабочий обслуживает я однотипных станков, рас-

положенных в ряд с равными промежутками а. Закончив 
обслуживание какого-либо станка, рабочий переходит к тому 
станку, который раньше других потребовал обслуживания. 
Предполагая, что неполадка в любом из п станков 
равновероятна, вычислить среднее значение длины перехода 
рабочего.  

 12.24. Случайная величина Х может получать целые по-
ложительные значения с вероятностями, убывающими в гео-
метрической прогрессии. Выбрать первый член и знаменатель 
прогрессии q так, чтобы математическое ожидание величины Х 
было равно 10, и вычислить при этом условии вероятность Р10 
того, что Х ≤ 10. 

 12.25. Случайная величина Х может иметь любое целое 
положительное значение п с вероятностью, пропорциональной 
1/3n . Найти математическое ожидание X. 
 12.26. Опыт организован таким образом, что случайная   
величина Х принимает значение 1/п с вероятностью 1/ п, где п—
любое целое положительное число. Найти  М [Х]. 
12.27. Игра состоит в том, что повторяются независимые опыты, 
в каждом из которых событие А может произойти с 
вероятностью р. Если событие А произошло в п > 0 опытах 
подряд, а в (n + 1)-м опыте не произошло, то первый игрок 
получает от второго игрока уn рублей. Если же п = 0, то первый 
игрок платит второму игроку 1 рубль. Требуется найти 
величину у при условии, что игра будет «безобидной», т. е. 
математическое ожидание выигрыша для обоих игроков равно 
0. Рассмотреть пример р = 1/13. 
 12.28. Из сосуда, содержащего т. белых и я черных шаров, 
извлекаются шары до тех пор, пока не появится белый шар. 
Найти математическое ожидание числа вынутых черных шаров 
и его дисперсию, если каждый шар после извлечения 
возвращался. 
12.29. Даны два ящика с белыми и черными шарами; 

в первом ящике при общем числе шаров N находится М белых 
шаров, а во втором ящике имеется М1 белых шаров при общем 
числе N1 шаров. Опыт состоит в том, что из обоих ящиков 
вынимается одновременно наудачу по одному шару, который 
кладется в другой ящик, после чего шары перемешиваются. 
Определить математическое ожидание числа белых шаров в 
первом ящике по окончании указанных k опытов. Рассмотреть 



случай k 5> :. 
12.30. Связь с дрейфующей станцией могут поддерживать п 

радиостанций. Вступает в двустороннюю связь та, которая 
первой примет позывные дрейфующей станции, причем это 
событие равновероятно для всех п, радиостанций 
(p = 1/n) Дрейфующая станция будет устанавливать связь 
т раз. Определить вероятность того, что радиостанция № 1 
вступит в двустороннюю связь k раз. Найти для нее же 
математическое ожидание и дисперсию числа вступлений в 
двустороннюю связь. 

 12.31. Независимые испытания аппаратуры повторяются до тех 
пор, пока она не даст отказ. Вероятность отказа от испытания к 
испытанию не меняется и равна р. Найти математическое 
ожидание и дисперсию числа безотказных испытаний. 
12.32. Двое поочередно бросают монету до тех пор, пока у 
обоих не выпадает одинаковое число гербов. Вероятность того, 
что после 2n бросаний у обоих будет одинаковое количество 
гербов, равна 

 
Определить математическое ожидание числа бросаний. 

§ 13. Числовые характеристики непрерывных случайных 
величин 

Основные формулы 

Математическое ожидание  и дисперсия D [Х] 
случайной величины X, имеющей плотность вероятности f(x), 
вычисляются по формулам  

 
В первом случае предполагается, что интеграл сходится 
абсолютно. 
Математические ожидания и дисперсии непрерывных слу-
чайных величин обладают такими же свойствами, что и 
аналогичные вероятностные характеристики дискретных слу-
чайных величин. Среднее квадратическое отклонение σ опре-
деляется формулой 

 
Для симметричного закона распределения характеристикой 
рассеивания случайной величины может служить срединное 
отклонение Е, определяемое из условия 

 



Начальный момент k - го порядка mk и центральный момемт k 
- гo порядка µk вычисляются но формулам 

 

Решение типовых примеров 

Пример 13.1. Плотность вероятности случайных амплитуд 
боковой качки корабля имеет вид (закон Рэлея)  

 

Определить: а) математическое ожидание М [X]; б) дис-
персию D[X] и среднее квадратическое отклонение σ; 
в) центральные моменты третьего и четвертого порядков 
µ3 и µ4 
Решение. Вычисление моментов сводится к вычислению 
интегралов вида 

 
 

которые равны при п четном 

 

где 
(2k - 1)!! = (2k - 1) (2k - 3) (2k - 5)…7 • 5 • 3 • 1, и при п 
нечетном 

 
а) Математическое ожидание случайной амплитуды боковой 
качки равно 

 

Произведя замену переменных , получим 



 
Итак, 

 

б) Так как 

 

 

в)  

где  

 

Следовательно,  

 

 

 где . Следовательно,  
Аналогично решаются задачи 13.1—13.13 и 13.22— 
13.23. 
Пример 13.2. Найти срединное отклонение случайной 
величины, плотность вероятности которой имеет вид (распре-
деление Лапласа.) 

 
Решение. Так как плотность, вероятности симметрична 

относительно нуля, то  . Срединное отклонение Е вы-
числяется по формуле 

 
 
Отсюда E = ln2 = 0,6931. Аналогично решаются задачи 13.1 и 
13.4. 

Задачи 

    13.1. Плотность вероятности случайной величины  Х. имеет 
вид    



                                             
Определить: а) М [Х]; б) D [Х]; в) найти связь между 
средним квадратическим и срединным отклонениями случай-
ной величины X. 

   13.2. Функция распределения случайной величины Х имеет 
вид 

 
Определить постоянные а и b. Найти М [X] и D [X].  
13.3. Определить математическое ожидание и дисперсию 
случайной величины X, если плотность вероятности 

 
13.4. Плотность вероятности случайной величины Х имеет 

вид (закон арксинуса) 

 
Определить дисперсию и срединное отклонение.  
13.6. Плотность вероятности случайных амплитуд А боковой 
качки корабля определяется формулой (закон Рэлея) 

 

где σ2 - дисперсия угла крена. 
Одинаково ли часто встречаются амплитуды, меньшие и 

большие средней?  

13.6. Скорость молекул газа имеет плотность вероятности 
(закон Максвелла) 

 
Найти математическое ожидание и дисперсию скорости 

молекул, а также величину А при заданном h. 
13.7. Плотность вероятности случайной величины X задана в 

виде 

 
Определить М [Х] и D [Х]. 

13.8. Функция распределения случайной величины Х 
имеет вид 

 
Найти М [Х] и D [Х]. 



  13.9. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины, плотность вероятности которой имеет вид  

 
13.10. Случайная величина Х имеет плотность вероятности 

(гамма-распределение) 

 
Определить параметр А, математическое ожидание и дис-

персию случайной величины X. 
13.11. Случайная величина Х имеет плотность вероятности 

(бета-распределение) 

 
Определить параметр A, математическое ожидание и дис-

персию случайной величины X. 
 



13.12. Случайная величина Х имеет плотность вероят-
ности 

 
где п > 1 — целое положительное число. Определить посто-
янную A, математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины X.  

13.13. Плотность вероятности неотрицательной 
случайной величины Х имеет вид 

           
Определить А, математическое ожидание и дисперсию 
случайной величины X. 
 13.14. Доказать, что при выполнении условий 

 
для математического ожидания случайной величины 
справедливо равенство 

 
        13.15. Вероятность обнаружения затонувшего судна за 
время поиска t задается формулой 

 
Определить среднее время поиска, необходимое для 
обнаружения судна. 
13.16. Определить математическое ожидание m(t) массы 

радиоактивного вещества спустя время t, если в начальный 
момент масса вещества была m0, а вероятность распада ядра 
любого атома в единицу времени постоянна и равна р. 
13.17. Определить время полураспада радиоактивного 

вещества, если вероятность распада ядра любого атома в 
единицу времени постоянна и равна р. (Время полураспада 
Tn определяется моментом, когда масса радиоактивного 
вещества в среднем уменьшается вдвое.) 
13.18. Обработка результатов одной переписи показала, 

что дифференциальный закон распределения возраста лиц, 



занимающихся научной работой, может быть представлен 
формулой 

 
 (t - время в годах, 22,5 ≤ t ≤ 97,5). 

Определить, во сколько раз число научных работников в 
возрасте ниже среднего превышает число научных работников в 
возрасте выше среднего. 
13.19. Найти для распределения Стьюдента, задаваемого 
плотностью вероятности 

 
начальные моменты mk при k < п. 
    13.20. Случайная величина Х подчиняется бета -
распределению, т. е. имеет плотность вероятности 

 
Найти начальный момент k-го порядка.  
13.21. Найти математическое ожидание и дисперсию слу-
чайной величины, имеющей в интервале (-π/2 ; π/2) 
плотность вероятности 2/πcos2x. 

    13.22. Выразить центральный момент µk через начальные 
моменты. 

13.23. Выразить начальный момент тk через центральные 
моменты и математическое ожидание . 

§ 14. Закон Пуассона 
Основные формулы 

Законом распределения Пуассона называется ряд распре-
деления случайной величины Х вида 

 
где  

 
 



 
Законом Пуассона может быть приближенно заменено 

биномиальное распределение, когда вероятность р появления 
события А в каждом отдельном опыте мала, а число п произ-
водимых опытов велико. В этом случае имеет место при-
ближенное равенство 

Pn,m  =  
Где a = np. 

Решение типовых примеров 
Пример 14.1. Радиоаппаратура состоит из 1000 

электроэлементов. Вероятность отказа одного элемента в течение 
одного года работы равна 0,001 и не зависит от состояния других 
элементов. Какова вероятность отказа двух и не менее двух 
электроэлементов за год? 
Решение. Считая случайное число Х отказавших элементов 

подчиняющимся закону Пуассона Р (X = т) = Рm = 

=    где а = пр = 1000 • 0,001 = 1, получим: 
1) вероятность отказа ровно двух элементов 

 
2) вероятность отказа не менее двух элементов 

 
Аналогично решаются задачи 14.1—14.7. 



Пример 14.2. При разрыве баллона в процессе 
испытания на прочность образовалось 100 осколков, 
распределившихся в конусе разлета, ограниченном 
углами 30° и 60° (рис. 13), равномерно. Найти 
математическое ожидание и дисперсию числа 
осколков, приходящихся на 1 м2 части поверхности 
сферы, находящейся внутри конуса разлета, если 
радиус сферы 50 м, а центр ее совпадает с точкой 
разрыва. 
Решение. Пересечем конус разлета осколков сферой 
радиуса 50 м и определим математическое ожидание 
числа осколков, приходящихся на единицу площади 
поверхности 
шарового пояса, образовавшегося в результате 
пересечения конуса разлета со сферой. Обозначим 
через S площадь поверхности шарового пояса: 

 
Так как общее число осколков N = 100, то математи-
ческое ожидание числа их а. приходящегося на 
единицу площади поверхности шарового пояса, будет 

 
Вероятность попадания данного осколка в данную 

площадку S0 = 1м2 мала (она равна S0 / S = 1,75 – 10 –4) 
поэтому можно считать, что случайное число 
осколков X, 



 
Рис. 13. 

приходящееся на 1 м2 поверхности сферы, 
распределено по закону Пуассона и, следовательно, 
имеет место равенство 

D[X] = M[X] = а = 0,01745. Аналогично решаются 
задачи 14.10 и 14.12. 

Задачи 
 
14.1. Математическое ожидание числа отказов 
радиоаппаратуры за 10000 часов работы равно 10. 
Определить вероятность отказа радиоаппаратуры за 
100 часов работы. 





 14.2. Вероятность любому абоненту позвонить на коммутатор 
в течение часа равна 0,01. Телефонная станция обслуживает 300 
абонентов. Какова вероятность, что в течение часа позвонят 4 
абонента? 
 14.3. Аппаратура содержит 2000 одинаково надежных 
элементов, вероятность отказа для каждого из которых равна р 
= 0,0005. Какова вероятность отказа аппаратуры, если он 
наступает при отказе хотя бы одного из элементов? 
 14.4. В течение часа коммутатор получает в среднем 60 
вызовов. Какова вероятность того, что за время 30 сек., в 
течение которых телефонистка отлучилась, не будет ни одного 
вызова? 
 14.5. Вероятность того, что изделие не выдержит испытания, 
равна 0,001. Найти вероятность того, что из 5000 изделий более 
чем одно не выдержит испытания. Сравнить результаты 
расчетов, полученных с использованием распределения 
Пуассона и с использованием биномиального распределения. В 
последнем случае расчет производить с помощью семизначных 
таблиц логарифмов. 
   14.6. За рассматриваемый период времени среднее число 
ошибочных соединений, приходящееся на одного телефонного 
абонента, равно 8. Какова вероятность, что для данного 
абонента число ошибочных соединений будет больше 4? 
  14.7. Найти вероятность того, что среди 200 изделий окажется 
более трех бракованных, если в среднем бракованные изделия 
составляют 1 %. 
   14.8. Корректура в 500 страниц содержит 500 опечаток. Найти 
вероятность того, что на странице не меньше трех опечаток. 
   14.9. В наблюдениях Резерфорда и Гейгера радиоактивное 
вещество за промежуток времени 7,5 сек. испускало в среднем 
3,87 α -частицы. Найти вероятность того, что за 1 сек. это 
вещество испустит хотя бы одну α  - частицу.   14.10. 
Определить коэффициент асимметрии случайной величины, 
распределенной по закону Пуассона. (Коэффициентом 
асимметрии называется отношение Sk = µ3/σ3.) 

14.11. В аппаратурный отсек космической ракеты за время 
ее полета с вероятностью 

 



попадает r элементарных частиц. Условная вероятность для 
каждой из них попасть при этом в уязвимый блок равна р. 
Найти вероятность попадания в блок: а) ровно k частиц; 
б) хотя бы одной частицы. 
14.121). Определить дисперсию числа атомов радио-

активного вещества, распадающегося в единицу времени, если 
даны масса вещества М, период полураспада Tп, атомный вес 
вещества А, число атомов в грамм-атоме N0. 
14.131). Определить вероятность того, что в экран площадью 

5 = 0,12 см2, поставленный на расстоянии r = 5 см 
перпендикулярно потоку от α - радиоактивного вещества, по-
падает в течение секунды: а) ровно десять α - частиц; б) не 
менее двух α - частиц, если период полураспада вещества Тп = 
4,4 • 109 лет, масса вещества M = 0,1 г, атомный вес вещества А 
= 238. 
14.14. Доказать, что полиномиальное распределение 

 

можно аппроксимировать многомерным законом Пуассона 

 
где λi = прi . если все вероятности рi  за исключением pm+1 малы, 

а п. велико.                                

 



§ 15. Закон нормального распределения 

Основные формулы 
Плотность вероятности нормально распределенной случай-

ной величины имеет вид  

 
или 

 

где σ - среднее квадратическое отклонение,  
срединное отклонение (иногда называемое и «вероятным от-
клонением»), р ==0,476936 ... 
Вероятность попадания нормально распределенной случай-

ной величины Х в интервал (х1, х2) вычисляется по одной из 
следующих формул: 

 
Значения функций  даны в таблицах [8Т] и 

[11Т].                

Решение типовых примеров 
Пример 15.1. Измерение дальности до объекта сопровождается 
систематическими и случайными ошибками. Систематическая 
ошибка равна 50 м в сторону занижения дальности. Случайные 
ошибки подчиняются нормальному закону со средним 
квадратическим отклонением σ = 100.м. Найти: 



1) вероятность измерения дальности с ошибкой, не превос-
ходящей по абсолютной величине 150 м; 2) вероятность того, 
что измеренная дальность не превзойдет истинной. 
Решение. Обозначим через Х суммарную ошибку измерения 

дальности. Ее систематическая составляющая  = - 50 м. 
Следовательно, плотность вероятности суммарных ошибок 
имеет вид  

 
 1. Согласно общей формуле имеем Р(|Х|< 150) = Р( - 150< X < 

150) =  
 
Интеграл вероятности является функцией нечетной, поэтому 
             Ф(-1) = - Ф(1).  
Отсюда 

P(|X| < 150) = 1/2[Ф(2) + Ф(1)] 
 Из таблицы [ВТ] находим 

Ф(2) = 0,9545, Ф(1) = 0.6827; 
окончательно 
              Р(|Х| < 150) = 0,8186. 

2. Вероятность того, что измеренная дальность не превзойдет 
истинной, 
Р (- : < X < 0) = 1/2 [Ф(0,5) + Ф (:)]. 
Так как Ф(:) = lim Ф(х) = 1, а из таблицы [8Т] находим Ф (0,5) = 

0,3829, то  

Р(-: < Х < 0) = 0,6914. 
Аналогично решаются задачи 15.1—15.4 и 15.10—15.14. 
Пример 15.2. Определить срединную ошибку прибора, если 
систематических ошибок он не имеет, а случайные рас-
пределены по нормальному закону и с вероятностью 0,8 не 
выходят за пределы ±20 м. 



Решение. Из условия задачи следует, что 
Р(|Х| < 20) = 0,8. 
Так как плотность вероятности случайных ошибок нормальная, 
а  = 0 (систематические ошибки отсутствуют), то, 

 
Неизвестное значение срединной ошибки находим как 
решение трансцендентного уравнения 

 
С помощью таблицы [11 Т] получим. 

 
      Ф(20/E) = 0,8.
Откуда 
       E = 20/1.90 = 10.5 м  

Аналогично решаются задачи 15.8 и 15.18. 
Задачи 

   15.1. Измерительный прибор имеет систематическую ошибку  
5 м и срединную ошибку 50 м. Какова вероятность того, что 
ошибка измерения не превзойдет по абсолютной величине 5 
м?                                  

   15.2. Систематическая ошибка удержания высоты самолетом 
+ 20 м, а случайная ошибка характеризуется срединным 
отклонением, равным 50 м. Для полета самолета отведен 
коридор высотой 100 м. Какова вероятность, что самолет 
будет лететь ниже, внутри и выше коридора, если самолету 
задана высота, соответствующая середине коридора? 

   15.3. Срединная ошибка измерения дальности радиолокатором 
равна 25 м. Определить: а) дисперсию ошибок измерения 
дальности; б) вероятность получения ошибки измерения 
дальности, по абсолютной величине не превосходящей 20 м. 
15.4. Измерительный прибор имеет срединную ошибку 40 

м, систематические ошибки отсутствуют. Сколько необходимо 
произвести измерений, чтобы с вероятностью более 0,9 ошибка 
хотя бы одного из них не превосходила по абсолютной 
величине 7,5 м? 



15.5. Даны две случайные величины Х и У, имеющие 
одинаковые дисперсии, но первая распределена нормально, а 
вторая равномерно. Определить связь между их срединными 
отклонениями. 
15.6. Нормально распределенная случайная величина Х 

имеет математическое ожидание  = -15 м и срединное 
отклонение 10 м. Вычислить таблицу функции распределения 
для значений аргумента через каждые 10 м и построить 
график. 

    15.7. Высотомер имеет случайные и систематические; 
ошибки. Систематическая ошибка равна + 20 м. Случайный 
ошибки распределены по нормальному закону. Какую сре-
динную ошибку должен иметь прибор, чтобы с вероятностью 
0,9 ошибка измерения высоты была меньше 100 м? 

    15.8. Найти связь между средним арифметическим откло-
нением  

 
нормально распределенной случайной величины и ее средним 
квадратическим отклонением. 

    15.9. Определить для нормально распределенной случайной 
величины X, имеющей М [X] = 0, 

 
    15.10. Заряд охотничьего пороха отвешивается на весах, 
имеющих срединную ошибку взвешивания 100 мг. 
Номинальный вес порохового заряда 2,3 г. Определить 
вероятность повреждения ружья, если максимально 
допустимый вес порохового заряда 2,5 г. 
15.11. Производятся два независимых измерения при-

бором, имеющим срединную ошибку 20 м и систематическую 
ошибку +10 м. Какова вероятность того, что обе ошибки 
измерений, имея разные знаки, по абсолютной величине пре-
взойдут 10 м ? 
15.12. На плоскости проведены две параллельные прямые, 

расстояние между ними L. На эту же плоскость бросается 
круг радиуса R. Центр рассеивания расположен на расстоянии 
b от одной из линий во внешнюю сторону. Срединное 
отклонение центра круга в направлении, перпендикулярном 
линии, равно Е. 
Определить при одном бросании: а) вероятность накрытия 

кругом хотя бы одной прямой; б) вероятность накрытия обеих 
прямых, если Z = 10 м, R = 8 м, b = 5 м,  

E = 10 м. 



15.13. Изделие считается Высшего качества, если откло-
нение его размеров от номинала не превосходит по абсолютной 
величине 3,45 мм. Случайные отклонения размера изделия от 
номинала подчиняются нормальному закону со средним 
квадратическим отклонением, равным 3 мм, а систематические 
отклонения отсутствуют. Определить среднее число изделий 
высшего сорта, если изготовляются четыре изделия. 
15.14. Какой ширины должно быть поле допуска, чтобы с 

вероятностью не более 0,0027 получалась деталь с контро-
лируемым размером вне поля допуска, если случайные откло-
нения размера от середины поля допуска подчиняются закону 
нормального распределения с параметрами  = 0 и σ = 5 мк? 
15.15. Какое расстояние должно быть между двумя рыбо-

ловецкими судами, идущими параллельными курсами, чтобы 
вероятность обнаружения косяка рыбы, идущего посередине 
между ними тем же курсом, равнялась 0,5, если ширина полосы 
обнаружения косяка для каждого судна является нормально 
распределенной случайной величиной с параметрами  = 3,7 км 
и E = 0,74 км и для разных судов эти величины независимы? 
15.16. При большом числе измерений установлено, что 75% 

ошибок: а) не превосходят +1,25мм; б) не превосходят по 
абсолютной величине 1,25 мм. Заменяя частоты появления 
ошибок их вероятностями, определить в обоих случаях 
срединное отклонение закона распределения ошибок 
измерения, считая его нормальным с нулевым математическим 
ожиданием. 
15.17. Случайное отклонение Х размера детали от номинала 

распределено по нормальному закону с математическим 
ожиданием х и средним квадратическим отклонением σ. 
Годными деталями являются те, для которых а < Х < b. 
Деталями, подлежащими переделке, являются те, для которых  
Х  > b. 
Найти: а) функцию распределения случайных отклонений 

размеров деталей, подлежащих переделке; б) функцию рас-
пределения случайных отклонений размеров годных деталей. 
15.18. Нормально распределенная случайная величина Х 

имеет математическое ожидание, равное нулю. Определить сре-
динное отклонение Е, при котором вероятность Р (а < ; X < b) 
была бы наибольшей (0 < а < b). 



§ 16. Характеристические функции 

Основные формулы 

Характеристической функцией Е(и) случайной величины Х 
называется математическое ожидание функции еiuX (где u - 

вещественная величина, a  
Е(и) = М [ еiuX ].  

Для непрерывной случайной величины  

 

где f(х) - плотность вероятности случайной величины X. Для 

дискретной случайной величины (и только для дискретной) 

 

где хk - частные значения случайной величины, pk = Р (X  = хk) 

- соответствующие им вероятности. Если начальный момент тk 

существует, то  

 

 Плотность вероятности f(x) однозначно выражается через 

характеристическую функцию:  

 

Последняя формула для дискретных случайных величин Дает 
плотность вероятности в виде суммы дельта-функций. Между 
функцией распределения и характеристической функцией 
существует взаимно однозначное соответствие. 
 

Решение типовых примеров 
Пример 16.1. В партии, состоящей из п изделий, от изделий 

дефектных. Для проверки качества произведена бесповторная 
выборка r изделий (т, < r < п — т). Найти характеристическую 
функцию числа дефектных изделий, содержащихся в выборке. 
Решение. Случайная величина Х—число дефектных изделий, 

содержащихся в выборке, — может принимать все 
целочисленные значения в интервале (0, т). Обозначим 



pk = P(X = k), где k = 0, 1, 2, .... т. 
Находя pk, как отношение числа равновозможных, единственно 
возможных несовместных исходов опыта к общему числу таких 
исходов, получим 

 

Следовательно, характеристическая функция 

 

Аналогично решаются задачи 16.1—16.5. Пример 16.2. Найти 
характеристическую функцию случайной величины X. 
плотность вероятности которой 

 

 Решение. Так как характеристическая функция 

 
то 

 



т.е. 

 

Аналогично решаются задачи 16.6—16.12. Пример 16.3. 
Случайная величина Х имеет характеристическую функцию 

 
Найти плотность вероятности этой случайной величины. 
Решение. Плотность вероятности f(х) связана с ха-
рактеристической функцией Е(и) соотношением 

 

 
Подставив значение E(u), получим 

 
Будем рассматривать u как вещественную часть комплексного 
переменного w = u + iv. 
При х < 0 интеграл по вещественной оси равен интегралу по 

замкнутому контуру, состоящему из вещественной оси и 
полуокружности бесконечно большого радиуса, лежащей в 
верхней полуплоскости (рис. 14), т. е. 

 

На основании теоремы о вычетах 

 
 или учитывая, что х < 0. имеем 

 



 

Аналогичным образом при х > 0 

 

 
где интегрирование ведется по тому же контуру (рис. 14). На 
основании теоремы о вычетах 

 
или, учитывая, что х > 0, имеем 

 

Таким образом, для любого значения х  

 

Аналогично решаются задачи 16.15 и 16.16.  

Пример 16.4. Найти начальные моменты случайной величины 

X, характеристическая функция которой E(u) = 

=1/1+u2 

Решение. Начальные моменты существуют до любого 
порядка, так как все производные от Е(и) непрерывны в нуле. 
Следовательно, 

 

Найдем производные  как коэффициенты при uk/k! 

в разложении функции  в ряд Маклорена, т. е; используем 

равенство 

 

 



С другой стороны, функция   при  |u| < 1 является суммой 
геометрической прогрессии: 

 

Итак, ряд Маклорена для функции  содержит только 
четные степени и. Отсюда следует, что 

 
а начальные моменты 

 
Аналогично решаются задачи 16.3, 16.7, 16.8, 16.10, 16.14. 

Задачи 

16.1. Найти характеристическую функцию числа появлений 
события при одном испытании, если вероятность появления 
события при одном испытании равна р. 
16.2. Найти характеристическую функцию числа появлений 

события А при п независимых испытаниях, если вероятность 
появления события А от испытания к испытанию меняется и для 
k-го испытания равна рk (k = 1, 2, .... n). 
16.3. Определить характеристическую функцию случайной 

величины X, имеющей биномиальное распределение, и по ней 
найти М [Х] и D [Х]. 
16.4. Найти характеристическую функцию дискретной 

случайной величины X. подчиняющейся закону распределения 
Паскаля 

  
по ней найти М [Х] и D [Х]. 
16.6. Случайная величина Х дискретного типа подчиняется 

закону Пуассона 

 

 



Найти: а) характеристическую функцию Е(и) б) используя Е(и), 
найти М [Х] и D [X]. 
16.6. Найти характеристическую функцию нормально рас-

пределенной случайной величины с математическим ожида-
нием  и дисперсий σ 2. 
16.7. Найти характеристическую функцию и начальные 

моменты случайной величины, плотность вероятности которой 

  
16.8. Найти характеристическую функцию равномерно 

распределенной в интервале (а, b) случайной величины и все ее 
начальные моменты. 
16.9. Случайная величина Х имеет плотность вероятности 

 
Найти ее характеристическую функцию.  
16.10. Случайная величина Х имеет плотность вероятности 

 
Найти ее характеристическую функцию и начальные моменты. 
16.11. Найти характеристическую функцию случайввй , 

величины X, плотность вероятности которой (закон арксинуса)               

 
16.12. Случайная величина Х подчиняется закону Коши      1 

 
Найти ее характеристическую функцию. 
16.13. Пользуясь выражением 



для характеристической функции нормального закона распре-
деления, найти характеристическую функцию для случайной 
величины: a) Y = аХ + b. б) . 

16.14. Пользуясь выражением 

 
для характеристической функции центрированной случайной 
величины , подчиняющейся нормальному закону распреде-
ления, определить все центральные моменты. 

16.15. Характеристическая функция случайной величины Х 
задана в виде 

 
Определить плотность вероятности X. 
16.16. Даны характеристические функции 

 
Определить соответствующие им плотности вероятностей.  
16.17. Дана характеристическая функция 

 
Показать, что она соответствует случайной величине дискрет-
ного типа. Найти ряд распределения этой величины. 

§ 17. Вычисление полной вероятности и условной плотности 
вероятности после опыта для гипотез, являющихся 

возможными значениями непрерывных случайных величин 
Основные формулы 

Полная вероятность события A вычисляется по формуле 

 

где  f(x)—плотность вероятности случайной величины X, от 

значений которой зависит вероятность появления собы- 

 



тия A; Р(A | x)—вероятность появления события A, вычи-
сленная в предположении, что случайная величина Х приняла 
значение х. 
Условная плотность вероятности f (х | A) случайной величины 
X, т. е. плотность вероятности при условии, что событие A 
имело место, определяется формулой 

 
(обобщенная формула Байеса) 

где f(x)—плотность вероятности случайной величины Х до 
опыта. 

Решение типовых примеров 
Пример 17.1. Вероятность события зависит от случайной 

величины Х и выражается следующей формулой: 

 
Найти полную вероятность события A, если Х является 

нормально распределенной случайной величиной с математи-
ческим ожиданием  и дисперсией σ2.  
Решение. Полная вероятность события A 

 
Подставляя сюда заданную плотность вероятности 

 
получим 

 
 



Показатель степени у е в последнем интеграле можно 
привести к виду 

 
Следовательно, 

Так как 

 

то 

 
Аналогично решаются задачи 17.1—17.10. 
Пример 17.2. Отклонение размера детали от середины поля 

допуска шириной 2d равно сумме двух случайных величин Х и 
Y, имеющих плотности вероятности  

 
и 

 
Определить плотность вероятности случайных величин Х для 
годных деталей, если распределение ω(у) не зависит от того, 
какое значение приняла случайная величина X. 
Решение. Пусть A—событие, состоящее в том, что 
изготовленная деталь оказалась годной. Условная вероятность 
Р(A | x) получения годной детали, вычисленная в предполо-
жении, что случайная величина Х приняла значение х, равна 

 



 

Пусть f(x|A)—условная плотность вероятности случайной 
величины Х для годных деталей, тогда 

 
Подставляя значения f(х) и Р(A|х), получим 

 

или 

 

Задачи 

17.1. На плоскости проведена прямая, на которой с равным 
интервалом l отмечены точки. Определить вероятность того, 
что хотя бы одна точка попадает в центр круга диаметром b, 
перемещающегося в той же плоскости таким образом, что центр 
круга движется по прямой, пересекающей проведенную прямую 
линию под углом Υ, равновозмож- 
ным в интервале (Υ1,Υ2). (Углы  и  удовлетворяют условиям sin  

Υ1 < b / l и sin Υ2 > b / l.) 

17.2. На каждой из двух параллельных прямых независимо 
отмечены точки с постоянным интервалом l = 100 м. 
Определить вероятность того, что хотя бы одна точка попадет 
внутрь бесконечной полосы шириной D = 25 м, которая 
расположена в той же плоскости, что и прямые, таким обра- 

или 



зом, что ограничивающие ее прямые перпендикулярны данным 
прямым. 
17.3. Найти вероятность попадания одним выстрелом в 

мишень, если расстояние D до мишени в момент выстрела— 
случайная величина, равномерно распределенная в интервале от 
100 до 200 м, а условная вероятность попадания в цель  равна  
3000/D2 где D выражено в м. 
17.4. На берегу пролива шириной L = 30 км установлена 

наблюдательная станция, дальность обнаружения которой 
является нормально распределенной случайной величиной с ма-
тематическим ожиданием  = 20 км и срединным отклонением 
Е = 1 км. Судно с равной вероятностью может проходить через 
пролив, идя вдоль берега на любом расстоянии от берега. Найти 
вероятность того, что наблюдательная станция обнаружит 
судно. 
17.5. На правую чашку весов положен груз, вес которого 

подчинен нормальному закону распределения с параметрами  
= 20 кг и Е = 1кг. На левой чашке весов находится другой груз, 
вес которого равновероятен в пределах от 0 до 50 кг. 
Определить вероятность того, что правая чашка перевесит 
левую. Сравнить полученный результат с тем, который 
получился бы в предположении, что груз правой чашки не 
случаен, а в точности равен 20 кг. 
17.6. Произведено п независимых измерений нормальной 

случайной величины X, математическое ожидание которой 
совпадает с началом отсчета, а срединное отклонение равно R. 
Найти вероятность того, что результат хотя бы одного изме-
рения отклонится от случайной величины Z не более чем на ±r, 
если Z равномерно распределена в интервале (- l, l). 
17.7. Дан ряд независимых случайных величин Х1 , Х2 ... Хn 

имеющих одну и ту же плотность вероятности f(х). Размахом 
ряда случайных величин называется случайная величина 
Wn = Xmax - Xmin 
где Xmax  наибольшее, а Хmin - наименьшее из полученных 
значений Xj (j = 1, 2, ..., п). 
Найти функцию распределения размаха 

F(w) = P(Wn < w). 



 

17.8. Какова вероятность того, что две точки, наудачу 
выбранные в круге, будут лежать по одну сторону от хорды, 
проведенной параллельно заданному направлению, расстояние 
которой от центру является равномерно распределенной слу-
чайной величиной? 
17.9. Координаты Xi случайных точек A1, А2 ..., Аn имеют 

плотности вероятностей 
fi(x) (i =1, 2,…,n ). 
Одна из этих п точек совпадает с некоторой отметкой А0, 
отклонение координаты которой от заданного числа имеет 
плотность вероятности f(х). Определить вероятность того, что с 
точкой А0 совпала точка Ai. 
17.10. Случайная величина Х подчиняется закону Пуассона 

 
параметр которого неизвестен, но имеет до опыта плотность 
вероятности  

 
Произведен опыт, в результате которого случайная величина 

Х приняла значение т0. Найти плотность вероятности а после 
опыта. 



ГЛАВА III СИСТЕМЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

§ 18. Законы распределения и числовые характеристики 
систем случайных величин 

Основные формулы 
Функция распределения (интегральный закон распределения) 
F(х1, х2, ..., хn ) системы n случайных величин (Х1, Х2, ..., Xn ) 
определяется формулой 

F(х1, х2, ..., хn ) = P(Х1 < х1, Х2 < х2,… , Хn < хn) 

Для системы непрерывных случайных величин существует 
плотность вероятности (дифференциальный закон распреде-
ления), определяемая формулой 

 

Система дискретных случайных величин характеризуется 
совокупностью вероятностей Р(X1 = x1, X2 = x2 ,…, Xn = xn). 
которые могут быть сведены в таблицу с п входами (по числу 
случайных величин). 
Функция распределения для непрерывных случайных величин 
выражается в виде кратного интеграла 

 
F( х1, х2, ..., хn ) = 

 

 

для дискретных случайных величин — в виде кратной суммы 

 

где суммирование производится по всем возможным значениям 
каждой из случайных величин, для которых  

i1  < х1 , i2  < х2, …, in  < хn 
 
При п = 2 система непрерывных случайных величин может 
интерпретироваться как случайная точка на плоскости, а при п 
= 3 — как случайная точка в пространстве. 
 Вероятность попадания случайной точки в область 5 равна 
интегралу от плотности вероятности по этой области. 
Основными числовыми характеристиками системы п случайных 
величин являются математические ожидания 

 

дисперсии 



и 
корреляционные моменты  

 
Аналогичным образом вычисляются моменты для дискретных 
случайных величин, где интегрирование заменяется сум-
мированием по всем возможным значениям случайных 
величин. 

 



Вторые центральные моменты составляют корреляционную 
матрицу 

 

где kij = kji  Иногда оказывается удобной формула 

 

Случайные величины Х1, Х2, ..., Хn, входящие в систему, не 
коррелированы (не связаны), если недиагональные элементы 
корреляционной матрицы равны нулю. 
Безразмерной характеристикой связи между случайными 
величинами Xi, и Xj служит коэффициент корреляции 

 
Коэффициенты корреляции составляют нормированную 
корреляционную матрицу 

 
Непрерывные случайные величины Х1, Х2, ..., Хn, входящие в 
систему, независимы, если 

f(x1,x2,…,xn) = f1(x1) f2(x2) … fn(xn) 
и зависимы, если 

f(x1,x2,…,xn) ≠  f1(x1) f2(x2) … fn(xn) 

где fi(xi)—плотность вероятности случайной величины Хi (см. § 
20). 



Дискретные случайные величины Х1, Х2, ..., Хn,  
независимы, если 
P(X1 = i1, X2 = i2,… , Xn = in) 

Решение типовых примеров 
Пример 18.1. В результате испытания изделие может быть 
либо отнесено к первому сорту с вероятностью p1, либо ко 
второму сорту с вероятностью р2 либо забраковано с 
вероятностью р3, = 1 – р1 - р2 Испытано п изделий. 
Определить распределение вероятностей различных чисел 
изделий первого и второго сорта, их математические ожида-
ния, дисперсии и корреляционный момент. 
Решение. Обозначим число изделий первого сорта 
через Х, а число изделий второго сорта через Y. Так как 
испытания независимы, то вероятность того, что k изделий 
будет отнесено к первому сорту, s изделий — ко второму 
сорту, а остальные п — k — s изделий будут забракованы (с 
учетом числа всевозможных сочетаний трех слагаемых k, s и п 
— k — s, из которых может быть составлена сумма n), 
равна 

 
Значения этой вероятности при k = 0, 1, ..., n,  s = 0, 1, ..., n 

и k+ s≤ n составляют искомую совокупность вероятностей 
различных чисел изделий первого и второго сорта. 
Математическое ожидание числа изделий первого сорта 



Дисперсия числа изделий первого сорта 

 
Аналогично находим 

 
Корреляционный момент между числом изделий первого и 
второго сорта равен 

 
Пример 18.2. Дана плотность вероятности системы случайных 
величин (X, Y): 

f(x, у) = 0,5 sin (x+ у)    (0 ≤ x ≤ π/2 , 0 ≤ у ≤ π/2). 

Определить: а) функцию распределения системы; б) мате-
матические ожидания Х и У; в) корреляционную матрицу. 
Решение.  Находим функцию распределения  

(при   0 ≤ x ≤ π/2 , 0 ≤ у ≤ π/2): 

 



Математическое ожидание случайной величины Х 

    
Дисперсия случайной величины Х 

 
Из симметрии плотности вероятности относительно Х и У 
следует, что 

М[Y] = M[X], D[Y] = D[X]. 
Корреляционный момент 

 
Таким образом, корреляционная матрица имеет вид 

 
Аналогично решаются задачи 18.18 и 18.19. 



 

Пример 18.3. Иглу длиной l бросают на плоскость, на 
которой на расстоянии L друг от друга проведены парал-
лельные линии. Определить вероятность пересечения иглой 
одной из линий, если l < L (задача Бюффона). 
Решение. Введем систему случайных величин (X, Ф), где 

Х — расстояние от середины иглы до ближайшей линии, а Ф 
— острый угол между иглой и линией (рис. 15). Очевидно, 
что Х может с равной вероятностью принимать значения от 
0 до L/2, а Ф—также с равной вероятностью значения от 0 
до π/2. Поэтому f(x,ω ), (p) = (2/L)(2/π) = 4/πL при 0 ≤ x ≤ L/2 
, 0 ≤ ω ≤ π/2 ; 

   
Пересечение иглой одной из линий происходит при задан-
ном ω, если 0 ≤ х ≤ lsinω/2. Отсюда 

 
Аналогично решаются задачи 18.20 и 18.21. 

             Задачи 
   18.1. Координаты X, У случайной точки распределены 
равномерно внутри прямоугольника, ограниченного абсцис-
сами х = а. х =b и ординатами у = с, у = d  

(b > a, d > с). Найти плотность вероятности и функцию 
распределения системы величин X, У. 
 18.2. Система случайных величин (X, У) имеет плотность 
вероятности 

 
Требуется: а) определить величину A; б) найти функцию 
распределения F(х, у). 

 



 18.3. Определить плотность вероятности системы трех 
положительных случайных величин (X, Y, Z) по заданной 
функции распределения 

 
18.4. В условиях предыдущей задачи определить геомет-

рическое место точек, обладающих одинаковой плотностью 
вероятности  f(x, у, z) = f0  ,  f0  ≤ abc. 
18.6. Из отобранных n = 6 изделий Х оказались кон-

диционными, среди которых Y (Y ≤ 3) — высшего сорта. 
Система (X, Y) задана следующей двумерной таблицей (матри-
цей) распределения вероятностей (табл. 7): 
Таблица 7 

P(X = i, Y = j) 
j i 0 

 
1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

0 
1 
2 
3 

0,202 
0  
0  
0 

0,174 
0,099 
0  
0 

0,113 
0,064 
0,031 
0 
 

0,062 
0,040 
0,025 
0,001 
 

0,049 
0,031 
0,018 
0,002 
 

0,023 
0,020 
0,013 
0,004 
 

0,004 
0,006 
0,008 
0,011 
 

 
Требуется: а) составить функцию распределения; б) опре-

делить вероятность получения не менее двух изделий высшего 
сорта; в) определить М [X], М [Y] и корреляционную матрицу. 

    18.6. Система  независимых  случайных величин X1, Х2, ..., Хn   
задана  плотностями   вероятностей  f1(x1), f2(x2),…, fn(xn). 
Определить функцию распределения этой системы случайных 
величин. 

18.7. Задана плотность вероятности f (х1, х2) системы двух 
случайных величин, которые могут быть реализованы лишь 
совместно. Наблюдены значения величин и и v . Определить 
вероятность того, что и является реализацией случайной 
величины X1 ? a v — случайной величины Х2 
18.8. Задана плотность вероятности системы трех случай-

ных величин f(x1, x2, x3), которые могут быть реализованы 



лишь совместно. Наблюдены значения этих величин и, v,w, 
причем неизвестно, реализацией какой из случайных величин 
является каждое из этих значений. Определить вероятность 
того, что и  является реализацией Х1 , a w - реализацией Х2                         

    18.9. Определить вероятность попадания случайной точки в 
указанную на рис. 16 заштрихованную область, если задана 
функция распределения F (х, у). 

 

   18.10. Определить вероятность попадания точки с коор-
динатами (X, Y) в область, определяемую неравенствами  

(1 ≤ х ≤ 2, 1 ≤ у ≤ 2), если функция распределения (а > 0) 
F(x,y)= 

 
  18.11. Координаты случайной точки (X, Y) распределены 
равномерно внутри прямоугольника, ограниченного абсциссами 
(0, а) и ординатами (0, b). Определить вероятность попадания 
случайной точки в круг радиуса R если а > b, а центр круга 
совпадает с началом координат. 

   18.12. Плотность вероятности системы случайных величин 
равна 

 
Определить: а) постоянную с; б) вероятность попадания в круг 
радиуса а < R, если центры обоих кругов совпадают с началом 
координат. 



18.13. Случайные величины Х и Y связаны соотношением mX + 
nY = c, где m, п и с - неслучайные величины 

(m ≠ 0, n ≠ 0). 
Найти; а) коэффициент корреляции rxy б) отношение 
среднеквадратических отклонений σx/σy . 
  18.14. Доказать, что коэффициент корреляции по абсолютной 
величине не превосходит единицы. 

  18.15. Показать, что 

 
 18.16. Дана корреляционная матрица системы случайных 
величин (X1, Х2, X3) 

 

Составить нормированную корреляционную матрицу ||rij||. 
18.17. Однотипные детали в зависимости от точности 
изготовления различаются по форме на круглые и овальные, а 
по весу—на легкие и тяжелые. Вероятности того, что взятая 
наудачу деталь окажется круглой и легкой, овальной и легкой, 
круглой и тяжелой, овальной и тяжелой, соответственно равны 
α, β, γ и  δ = α — β — γ . Взята одна деталь. Найти 
математические ожидания и дисперсии числа круглых деталей 
Х и числа легких деталей Y, а также корреляционный момент 
kxy между числом круглых и числом легких деталей, если α = 
0,40,  

β = 0,05, γ = 0,10. 
   18.18. Определить математические ожидания и корреля-
ционную матрицу системы случайных величин (X, Y), если 
плотность вероятности 

 
 18.19. Определить плотность вероятности, математические 
ожидания и корреляционную матрицу системы случайных 
величин (Х, Y), заданных в интервалах (0 ≤ x ≤ π/2) и 
(0 ≤ y ≤ π/2)

если функция распределения системы  F(x, y) = sinx siny. 

18.20. Решить задачу Бюффона о вероятности пересечения 
иглой хотя бы одной иа прямых для случая l > L (см. пример 
18.3).                                 



18.21. Иглу длины l бросают на плоскость, состоящую из 
прямоугольников со сторонами, а и b, Определить вероятность 
пересечения иглой хотя бы одной из сторон, если а < l, b < l. 

§ 19. Закон нормального распределения , на плоскости и в 
пространстве. Многомерное нормальное распределение 

Основные формулы 
Плотность вероятности для системы двух нормальных 

случайных величин (X, Y) (для нормального закона распре-
деления координат точки на плоскости) 

f(x,y)= 

 

где  —математические ожидания Х и Y,  σxσy — средние 
квадратические отклонения, r — коэффициент корреляции Х и 
Y. 
Геометрическое место точек, имеющих равную плотность 

вероятности, есть эллипс (эллипс рассеивания), определяемый 
уравнением 

 

Если r = 0, то оси симметрии эллипса рассеивания параллельны 
координатным осям Ох и Оу, случайные величины 

 



X и Y не связаны и независимы, а плотность вероятности 

 

где  — срединные отклонения Х и 
соответственно Y, а ρ = 0,4769 ...  
Эллипс, определяемый равенством 

 
называется единичным. 
Плотность вероятности для системы п нормальных случайных 
величин (для многомерного нормального распределения) 

 
—определитель, составленный из элементов корреляционной 
матрицы;  - элементы обратной матрицы, равные 

 
Aij —алгебраическое дополнение элемента kij. 
В частном случае трех независимых нормальных случайных 
величин X, Y, Z имеем kxy  = kyz = kxz = 0 и 

 



где Ex , Ey ,Ez —срединные отклонения X, Y, Z. соответственно.   
Этому частному случаю соответствует параллельность осей 
симметрии эллипсоида рассеивания координатным осям Оx , Оу 
и Oz . 

Решение типовых примеров 

Пример 19.1. Дана корреляционная матрица системы 
четырех нормальных случайных величин (Х1, Х2, Х3, Х4) 

 
Определить плотность вероятности f(х1, х2, х3 х4), если 

  = 10,  = 0,  = -10,  = 1. 
Решение. Вычисляем алгебраические дополнения опре-

делителя Δ = |kij|: 
 

 



Находим величину определителя; 

 
При составлении формулы плотности вероятности учитываем, 
что при i ≠ j в показателе степени содержатся равные слагаемые 

Плотность вероятности  

 
Пример 19.2. Случайная точка в пространстве задана тремя 

прямоугольными координатами, составляющими систему 
нормальных случайяых величин с плотностью вероятности 

 

Требуется: а) составить корреляционную матрицу; б) опре-
делить геометрическое место точек, в которых плотность 
вероятности равна 0,01. 
Р е ш е н и е. а) Так как 

 
где 

 
то 

 
 



 

Отсюда следует, что  

 

 

 
Пример 19.3. Определить вероятность попадания точки (X, Y, 

Z) в область, представляющую собой полый параллелепипед, 
внешняя поверхность которого задана плоскостями 
х=а1 , х=b1 , y=c1 , y=d1 , z=m1 , z=n1   

а внутренняя поверхность — плоскостями 
х=а2 , х=b2 y=c2 , y=d2, z=m2, z=n2 
Рассеивание точек (X, Y, Z) подчинено нормальному закону с 
главными осями, параллельными координатным осям, центром 
рассеивания в точке  и срединными отклонениями Ex, 
Ey, Ez. 
Решение. Так как главные оси рассеивания параллельны 

координатным осям, то событие, состоящее в том, что одна из 
координат, например х, примет значение в пределах от а до b, 
не зависит от того, какие значения примут остальные 
координаты. Поэтому 
P(a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, m ≤ z ≤ n )=  
P(a ≤ x ≤ b) P (c ≤ y ≤ d) P(m ≤ z ≤ n). 



 
 



где 

 
Аналогично определяются вероятности других неравенств. 
Искомая вероятность попадания в полый параллелепипед 
определится как разность вероятностей попадания в паралле-
лепипеды, ограниченные внешней и внутренней поверх-
ностями, т. е. 

 

Задачи 
19.1. Известно, что Х и У—независимые нормальные 

случайные величины с математическими ожиданиями  и , 
срединными отклонениями Еx и Ey соответственно. Выразить 
функцию распределения системы (X, Y) через приведенные 
функции Лапласа. 
 19.2. Даны математические ожидания двух нормальных 
случайных величин М[X]=26, М [Y] = -12 и их корреляционная 
матрица 

 
Определить плотность вероятности системы (X, Y).  19.3. 

Дана плотность вероятности координат случайной точки на 
плоскости 

 
Требуется: а) определить с; б) определить корреляционную 
матрицу; в) вычислить площадь Sэл единичного эллипса.  
 19.4. Определить в точке х1=2, х2=2 плотность вероятности 
системы двух нормальных случайных величин, для 
которых  

 



 19.6. Дана корреляционная матрица системы трех нормальных 
случайных величин (X, Y, Z): 

 

Математические ожидания   =  =  = 0. Найти плотность 
вероятности f(x,y,z) и ее максимальное значение. 
19.6. Система п нормальных случайных величин имеет 

корреляционную матрицу 

 
а) Вычислить обратную матрицу, б) Найти плотность ве-
роятности f(x1, x2, ...,xn ), если  = 0 

  19.7. Координаты (X1, Y1) и (X2, Y2) случайных точек на 
плоскости подчинены нормальному закону распределения, 
причем математические ожидания всех координат равны нулю, 
дисперсии всех координат одинаковы и равны 10; корре-
ляционные моменты между одноименными координатами М [X1 
X2] = M[Y1 Y2]остальные пары координат не коррелированы. 
Найти плотность вероятности f(х1, у1, х2, у2). 

   19.8. Координаты (X, Y) случайной точки А на плоскости 
подчинены нормальному закону 

 

Определить вероятность того, что точка А окажется внутри 
эллипса с главными полудиаметрами ka и kb, совпадающими с 
координатными осями Ох и Оу. 



19.9. Координаты случайной точки А в пространстве (X, Y, 
Z) подчинены нормальному закону       

 
Определить вероятность того, что точка А окажется внутри 

эллипсоида с главными полудиаметрами kE1, kE2 и kE3 
совпадающими с координатными осями Ох, Оу, Оz. 
19.10. Определение координат точки на плоскости сопро-

вождается систематической ошибкой d в одной из ее прямо-
угольных координат и случайной ошибкой, подчиненной нор-
мальному круговому закону распределения со срединным от-
клонением Е. Определить вероятность того, что отклонение 
точки от ее найденного положения не превзойдет величины R. 
19.11. Система случайных величин (X, Y) подчинена нор-

мальному закону с числовыми характеристиками М [X] = 
М[Y]=0, Ex=Ey= 10, kxy=0. Определить вероятность того, что а) 
Х < Y; б) Х > 0, Y < 0. 
19.12. Вычислить  вероятность  попадания случайной точки 

А, координаты X, Y которой подчинены нормальному закону, в 
прямоугольник со сторонами, параллельными главным осям 
рассеивания, если координаты вершин прямоугольника будут 
(а, b), (а, d), (с, b), (е, d) при а = - 5, b = 10, с = 5. 
d = 20,  = 0,  = 10, Еx = 20, Ey = 10. 
19.13. Случайная точка распределена по нормальному кру-

говому закону со срединным от-
клонением E = 10 м. Сравнить 
вероятность попадания в фигуру, 
Рис. 17. площадь которой 314 м2, 
если она имеет форму: а) круга; б) 
квадрата; в) прямоугольника с 
отношением сторон 10:1. Центр 
рассеивания совпадает с 
геометрическим центром фигуры. 
19.14. Найти вероятность 

попадания случайной точки в заштрихованную (на рис. 17) 
фигуру, ограниченную тремя концентрическими окружностями 
и лучами, выходящими из 

 



центра окружностей, если радиус: внешней окружности R. 
рассеивание случайной точки на плоскости нормальное кру-
говое со срединным отклонением Е. Центр рассеивания сов-
падает с центром окружностей. 
19.15. Найти вероятность попадания в фигуру, ограни-

ченную концентрическими дугами, проведенными радиусами 
R1 и R2  и лучами, выходящими из общего центра О, если 
рассеивание случайной точки на плоскости нормальное кру-
говое со срединным отклонением Е, а угол между лучами равен 
α. Центр рассеивания совпадает с точкой О (R1 <  R2). 
19.16. Для вероятности попадания в прямоугольник со 

сторонами 2d и 2k, параллельными главным осям рассеивания, 
имеет место приближенная формула 

 
которой рекомендуется пользоваться при значениях d/Ex и k/Ez 
не превосходящих 1,5. Приравняв нулевые и вторые моменты 
левой и правой частей равенства, определить значения A, α и β. 

19.17.   Пользуясь  приближенной .формулой предыдущей 
задачи, определить вероятность 
попадания в прямоугольник со 
сторонами 2d и 2k, параллельными 
главным осям рассеивания, если 
координаты центра рассеивания 
распределены равномерно внутри 
данного прямоугольника, а Еx и Еz 
даны. Сравнить полученный 
результат с вероятностью 
попадания в ту же область при 
совпадении центра рассеивания с центром области.    

19.18. Мишень состоит из четырех концентрических 
окружностей радиусов 10, 20. 30 и 40 см (рис. 18). Попадание в 
«яблочко» оценивается в 5 баллов, в каждое из трех колец—
соответственно в 4. 3 и 2 балла. Задание итается выполненным, 
если после трех выстрелов получено 

 



 

не менее 7 баллов, и оценивается на отлично, если получено 
более 12 баллов. Какова вероятность выполнить задание при 
круговом рассеивании со срединным отклонением 20 см. 
Какова вероятность получить при этом отличную оценку? 
Центр рассеивания совпадает с центром мишени. 
19.19. Определить вероятность попадания в прямоугольный 

треугольник AВС с катетами ВС = а и АС = b, параллельными 
главным осям рассеивания (АС||Оу, ВС||Ох), если центр 
рассеивания совпадает с точкой A, а 

 
19.20. Чему равна вероятность попадания точки с коор-

динатами X, Y, Z в область, представляющую собой шар радиуса 
R, из которого вырезан куб с ребром а (диагональ куба меньше 
диаметра шара)? Центр рассеивания совпадает с общим 
центром шара и куба. Рассеивание нормальное шаровое со 
срединным отклонением Е. 
19.21. Рассчитать вероятность попадания точки А(Х, Y, Z) в 

прямой круговой цилиндр с радиусом основания R и высотой h, 
если рассеивание в плоскости XY, параллельной основанию, 
подчинено нормальному круговому закону со срединным 
отклонением Е, а рассеивание по образующей независимо от Х, 
Y и подчинено: а) нормальному закону со срединным 
отклонением В (центр рассеивания находится на оси цилиндра и 
делит ее в отношении т: п); б) равномерному закону 
распределения в интервале (- Н, Н) при Н > h. 
19.22. Определить вероятность попадания случайной точки 

А (X, Y, Z) в прямой круговой конус, вершина которого 
совпадает с центром рассеивания; высота конуса h, радиус 
основания R; рассеивание в плоскости XY, параллельной 
основанию, подчинено нормальному круговому закону со 
срединным отклонением Е, а рассеивание по высоте независимо 
от X, Y и подчинено нормальному закону со срединным 
отклонением а. 
 19.23. Нормальный закон распределения на плоскости задан 

математическими ожиданиями случайных величин   =  = 10 
и корреляционной матрицей 

 



Определить геометрическое место точек, в, которых плотность 
вероятности равна 10-5  

 19.24. Нормальный закон распределения в пространстве 
задан математическими ожиданиями случайных величин  

 = 2,  = 0,  = -2 и корреляционной матрицей 

 
Определить геометрическое место т,очек, в которых плотность 
вероятности равна 10-5. 
19.25. Для многомерного нормального распределения, 

приведенного в задаче 19.6, определить геометрическое место 
точек, в которых плотность вероятности равна 10-5. При каких п 
задача не имеет решений? 

§ 20. Законы распределения подсистем непрерывных 
случайных величин и условные законы распределения 

Основные формулы 
Если F(x, у)—функция распределения системы двух случайных 
величин, то функция распределения случайной величины Х , 

 
Аналогично для функции распределения У 

 
   Плотности вероятности случайных величин, входящих в 
систему, равны 

 



Если F(x1,x2,…,xn)- функция распределения системы п 
случайных величин, то функция распределения части этих 
случайных величин (подсистемы случайных величин), 
например Х1, Х2, ... , Хk, равна 
F1,2,…,k (x1,x2,…,xk) = F(x1,x2,…,xk,:,…,: ). 
а соответствующая плотность вероятности 

f1,2,…,k (x1,x2,…,xk)= 

 
Плотности вероятности одной из двух случайных величин, 
входящих в систему, вычисленные при условии, что другая 
случайная величина приняла определенное значение (условные 
плотности вероятности), равны 

 
Плотность вероятности подсистемы случайных величин (Х1, 

Х2, ... , Хk,), вычисленная при условии, что остальные случайные 
величины Хk+1, Хk+2, ... , Хn,приняли определенное значение, 
равна 

 
Плотность вероятности системы выражается через условные 
плотности вероятности по формуле 

 
Решение типовых примеров 
Пример 20,1. Положение случайной точки А (X, Y) 

равновероятно в любом месте эллипса с главными полудиа-
метрами а и b, совпадающими с осями координат Ох и Оу 
соответственно. 
Требуется: а) определить плотности вероятности каждой из 

прямоугольных координат и их взаимные условные плот- 



 

нести вероятности; б) исследовать зависимость и 
коррелированность случайных величин, входящих, в систему.  

Решение, а) Так как 

 
то при заданном х в интервале (- а, а) плотность f(x, у) отлична 
от нуля лишь тогда, когда  

  
значит

 
При |x| > a f(x) = 0. Отсюда 

 
Аналогично 

 
и 

 

б) корреляционный момент между Х и У 

 



причем функция подзнаком интеграла отлична от нудя внутри 
эллипса 

 
Производя замену переменных 

x = ar cos ω,   у = br sin ω,  
получим 

 
Таким образом, случайные величины X и Y являются не 
коррелированными (kxу = 0), но зависимыми, поскольку 

fx(x) fy(y) ≠ f(x, y) 
Пример 20.2. Координаты случайной точки на плоскости 

подчиняются нормальному закону распределения 

 
Определить: а) плотность вероятности координат Х и Y; 
б) условные плотности вероятности f(у | x) и f(x | у); 
в) условные математические ожидания; г) условные дисперсии. 
Решение, а) Для определения плотности вероятности 
координаты Х находим 

 

Производя замену переменных  

 
учитывая, что 



получим 

 
или  

  
Аналогично находим 

 
б) Деля f(x, y) на fx(x) получим  

 
и аналогично 

 
в) Из выражений для условных плотностей вероятности 
следует, что условное математическое ожидание случайной 
величины Y при фиксированном значении Х = х равно 

 
Аналогично 

 
Эти уравнения, выражающие линейную зависимость условного 
математического ожидания одной из случайных величин от 
фиксированного значения другой случайной величины, на-
зываются уравнениями регрессии. 
г) Из выражений для условных плотностей распределения 

следует, что условные дисперсии равны 



Пример 20.3. Определить плотность вероятности длины 
радиуса-вектора, если координаты его конца А подчинены 
нормальному круговому закону 

 
Решение. Переходим от прямоугольных координат точки A к 
полярным (r, ω). Вероятность попадания значения радиуса-
вектора в интервал (r, r + dr), равная fr(r)dr, 

 
Рис. 19. 

может быть найдена как вероятность попадания случайной 
точки А в бесконечно узкое кольцо, показанное на рис. 19. 
Следовательно, 

 
Переходя к переменным интегрирования r, ω и учитывая 
выражение для f(x, y), получим 

 

 (распределение Рэлея). 

Задачи 

20.1. Система случайных величин (X, Y, Z) равномерно 
распределена внутри прямоугольного параллелепипеда, обра-
зованного плоскостями х = а1, х= а2 y = b1, у = b1 z = с1, z = c2. 
Определить плотности вероятности системы (X, Y, Z), 
подсистемы (Y, Z) и случайной величины Z. 



Проверить зависимость случайных величин, входящих, в си-
стему.  
20.2. Положение случайной точки (X, Y) равновероятно в любом 
месте круга радиуса R, центр которого совпадает с началом 
координат. Определить плотность вероятности и функцию 
распределения каждой из прямоугольных координат. Являются 
ли случайные величины Х и Y зависимыми? 
20.3. В условиях предыдущей задачи определить условную 
плотность вероятности f(у| х) при |x| <  R, |x| = R  
и |х| > R. 
20.4. В условиях задачи 20.2 вычислить корреляционную 
матрицу системы случайных величин Х и Y. Являются ли 
случайные величины Х и Y коррелированными? 

20.5. Система случайных величин X, Y подчинена рав-
номерному закону распределения внутри квадрата со стороной 
а. Диагонали квадрата совпадают с осями координат. 
Требуется: а) определить плотность вероятности системы (X, 

Y); б) определить плотность вероятности каждой из 
прямоугольных координат; в) определить условные плотности 
вероятности; г) вычислить корреляционную матрицу системы 
случайных величин (X, Y); д) проверить их зависимость и 
коррелиоованность. 
20.6. Случайные величины (X, Y, Z) равномерно распределены 
внутри сферы радиуса R. Определить для точек, лежащих 
внутри сферы, плотность вероятности прямоугольной 
координаты Z и условную плотность вероятности f(x, y | z) 
 20.7. Дан дифференциальный закон распределения системы 
неотрицательных случайных величин 

 
Определить k, fx(x), fy (у), f(x|у), f(y|x). первые и вторые моменты 
распределения. 
 20.8. Для системы случайных величин (X, Y) известны  
fy (y), М[Х | у] и D[X | y]. Определить М [X] и D [X].  
 20.9. Система двух случайных величин (X, Y) подчиняется 
нормальному закону распределения 



Определить: а) условные математические ожидания и ди-
сперсии; б) плотность вероятности каждой из случайных 
величин, входящих в систему; в) условные плотности вероят-
ности f(у | х) и f(х | у). 
 20.10. Плотность вероятности системы двух случайных 
величин (X, Y) задана в виде 

 
Определить закон распределения fx (х) и fy (у). При каких 
условиях Х и Y являются независимыми случайными 
величинами? 
20.11. Дана плотность вероятности системы двух случайных 
величин 

 
Определить постоянную k, корреляционный момент между Х и 
Y и условные законы распределения f(x | y) и 
f(y | x) 
20.12. Положение ориентира на плоскости распределено по 
нормальному закону при  = 125 м,  = - 30м, σx = 40 м,  
σу = 30 м, rxy = 0,6. Координата Х определяет отклонение 
ориентира «по дальности», т. е. по направлению, параллель-
ному линии наблюдения. Координата У определяет отклонение 
ориентира «по боковому направлению», перпендикулярному 
линии наблюдения. Отклонения отсчитываются от начала 
координат. 
Определить: а) плотность вероятности отклонений ориен-

тира по дальности; б) плотность вероятности отклонений 
ориентира по боковому направлению; в) условную плотность 
вероятности отклонений ориентира по дальности при отсут-
ствии боковых отклонений; г) условную плотность вероятности 
отклонений ориентира по боковому направлению при 
отклонении по дальности +25 м. 
20.13. В условиях предыдущей задачи найти уравнения 
регрессии Y на Х и Х на Y. 
20.14. Определить плотность вероятности длины радиуса-
вектора случайной точки и его математическое ожидание, если 
координаты точки (X, Y, Z) подчинены нормальному закону 
распределения 

 



20.15. Координаты случайной точки А на плоскости хОу 
подчинены нормальному закону распределения 

 
Определить плотность вероятности полярных координат этой 
точки fr(r) и fω(ω). 
20.16. В условиях предыдущей задачи найти условные 
плотности вероятности f(r | ω) и f(ω | r). 
20.17. Случайная точка в пространстве подчинена нормальному 
закону распределения 

 
Определить:  а)  плотность вероятности сферических координат 
этой точки (R, Θ, Φ), если х = r cos υ cos ω, у = r cos υ sin ω,  z = 
r sin υ; б) плотность вероятности подсистем случайных величин 
(R, Θ) и (Θ, Ф); в) условные плотности вероятности f(r | υ, ω) и 
f(ω | r, υ). 
20.18. Для системы случайных "величин Х1, Y1, Х2, Y2 задачи   
19.7  найти  плотности  вероятности  подсистем 

 
20.19. В условиях предыдущей задачи определить условную 
плотность вероятности f (x2 y2 | х1, у2), условные математические 
ожидания и условные дисперсии 

 
 

при x1 = 0, y1 = 10 



ГЛАВА IV 
ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ И ЗАКОНЫ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ СЛУЧАЙНЫХ 

ВЕЛИЧИН 

§ 21. Числовые характеристики функций случайных 
величин 

Основные формулы 

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины 
Y, связанной заданной функциональной зависимостью Y = ω(X) 
со случайной величиной X, плотность вероятности f(х) которой 
известна, определяются формулами 

 
Аналогичным образом находятся начальные и центральные 
моменты любого порядка: 
 



Данные формулы обобщаются на любое количество слу-
чайных аргументов: если Y =ω(X1, Х2, ..., Xn), то 

 
где f(x1, x2,…,xn)—плотность вероятности системы случайных 
величин Х1, Х2, ..., Хn. 
Для дискретных случайных величии интегралы в приве-
денных выше формулах заменяются соответствующими сум-
мами, а плотности—вероятностями соответствующих наборов 
значений случайных величин Х1, Х2, ..., Хn. 
Если функция ω(Х1, Х2, ..., Хn) линейная, т. е. 

 
где kij—корреляционный момент между случайными вели-
чинами Xi, Xj . 
Знание закона распределения случайных аргументов для 

нахождения моментов функции не является необходимым 
также и в некоторых других частных случаях. Пусть Z=XY. 
тогда M[Z] = M[X]M[Y]+kxy - кроме того, случайные величины 
X и Y не связаны, т.е. корреляционный момент связи kxy равен 
нулю, то 

 



Последняя формула может быть обобщена на любое число 
независимых случайных величин: 

 

Если начальный момент линейной функции 

 

независимых случайных величин существует, то он опреде-
ляется формулой 

 
где  

 —характеристическая функция 
случайной величины Хj. 
Коэффициент асимметрии и эксцесс случайной величины Y 
в этом случае определяются формулами 

 
Решение типовых примеров 

Пример 21.1. Случайная величина Х подчиняется бино-
миальному закону распределения. Определить 
математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины Y = еaX. 
Решение. Случайная величина Х может принимать значения 
0, 1, 2, ..., п. Вероятность того, что она примет значение m, 
определяется формулой  
Поэтому 

 
 



Пример 21.2. Индикатор кругового обзора навигационной 
станции представляет собой круг радиуса а. Вследствие помех 
может появиться пятно с центром в любой точке этого круга. 
Определить математическое ожидание и дисперсию расстояния 
центра пятна от центра круга. 
Решение. Случайное расстояние R от центра круга .до пятна 
может быть выражено через прямоугольные координаты Х и Y: 

 
Плотность вероятности системы случайных величин  
(X, Y) задана и определяется формулой 

 
Поэтому 

 
Аналогично примерам 21.1 и 21.2 решаются задачи 21.1—
21.14, 21.20—21.24, 21.26, 21.27, 21.29, 21.30. 
Пример 21.3. Из партии в N изделий, в которой имеется  
T = Np дефектных, произведен выбор без возвращения п 
изделий. Определить математическое ожидание и дисперсию 
числа полученных дефектных изделий. 
Решение. Обозначим через Х случайное число полученных 
дефектных изделий. 
Случайная величина Х может быть представлена как 

 где случайная величина Xj, равна 1, если j-е 



выбранное наделение оказалось дефектным, и 0 в проти-
воположном случае. Вероятность первого, значения равна р, 

следовательно,  =М [Xj] = 0 • (1 - р) + 1 • p = p (так же, как 
при решении примера 6.1, можно показать, что вероятность 
получения дефектного изделия не зависит от j). Тогда 

  
 
При выборе из партии изделий без возвращения, елучайные 

величины Хj зависимы, поэтому 

 
Окончательно 

 
Аналогично решаются задачи 21.15—21.17, 21.25, 21.28. 
Пример 21.4. Определить математическое ожидание квадрата 
расстояния между двумя точками, выбранными наудачу на 
любой из сторон прямоугольника. 
Решение. При выборе двух точек наугад на любой из сторон 
прямоугольника возможны следующие единственно 
возможные и несовместные события (гипотезы) (рис. 20): 

H1—точки выбраны на одной и той же стороне а;H2—точки 
выбраны на одной и той же стороне b. H3—точки выбраны на 
смежных сторонах прямоугольника; H4,—точки выбраны на 
противоположных сторонах а; H5—точки выбраны на 
противоположных сторонах b. 
Для вероятностей этих гипотез имеем 



 
где 2p — периметр прямоугольника. 
Определим условное математическое ожидание (т. е. мате-
матическое ожидание при условии, что имела место гипотеза 
Hi) квадрата расстояния между двумя точками: 
 

Находим полное математическое ожидание случайной вели-
чины Z2: 

 

Аналогично решаются задачи 21.18, 21.19. 

Задачи 
 21.1. Определить математическое ожидание длины хорды, 
соединяющей заданную точку окружности радиуса а с про-
извольной точкой этой окружности. 

21.2. Найти математическое ожидание длины хорды, про-
веденной в круге радиуса а перпендикулярно выбранному 
диаметру и пересекающей этот диаметр в произвольной точке? 

21.3. При сортировке стальных шариков по их размеру в 
группу с номинальным размером шарика 10 мм попадают 
шарики, проходящие через круглое отверстие диаметром 10,1 
мм и не проходящие через отверстие диаметром 9,9 мм. 



Шарики изготовлены из стали с удельным весом 7,8 г/см3. 
Найти математическое ожидание и дисперсию веса шарика 
данной группы, считая распределение радиуса шарика в поле 
допуска равномерным. 

21.4. Неподвижная точка О находится на высоте h над 
концом A горизонтального отрезка АК. длины l. На отрезке АК. 
наудачу выбрана точка В. Найти математическое ожидание 
угла ср между линиями ОА и OB. 

   21.5. Ножки циркуля, каждая длиной 10 см, раздвинуты на 
случайный угол ω, значения которого равномерно распре-
делены в интервале [0, 180°]. Найти математическое ожидание 
расстояния между остриями ножек. 

   21.6. Случайная величина Х подчиняется нормальному закону 
распределения. Определить математическое ожидание 
случайной величины Y, если 

 



21.7. Вершина С прямого угла прямоугольного равно-
бедренного треугольника соединяется отрезком прямой с про-
извольной точкой М основания; длина основания 2 м. Найти 
математическое ожидание длины отрезка СМ. 
 21.8. На окружности радиуса а с центром в начале координат 
наудачу выбрана точка. Найти математическое ожидание 
площади квадрата со стороной, равной абсциссе этой точки. 

 21.9. В урне черные и белые шары; вероятность извлечь белый 
шар равна р, а черный - q. Из урны извлекается п шаров, 
причем вынутый шар каждый раз возвращается обратно в 
урну. Каково математическое ожидание числа случаев, при 
которых до и после белого шара извлекается черный шар? 

21.10. Система случайных величин X Y подчинена закону 
нормального распределения 

 
Определить математическое ожидание случайной величины  

 
21.11. В полукруге радиуса а произвольно выбраны две 

точки Х и Y, которые вместе с одним из концов ограничи-
вающего диаметра образуют треугольник. Требуется опре-
делить математические ожидание площади этого 
треугольника. 

21.12. На окружность единичного радиуса наудачу 
ставятся три точки А, В и С. Найти математическое ожидание 
площади треугольника АВС. 

  21.13. Число космических частиц, попадающих на данную 
площадку за время t, подчиняется закону Пуассона 

 Энергия каждой частицы является случайной 
и характеризуется средним значением  Найти среднюю 
энергию, получаемую площадкой в единицу времени. 

   21.14. Радиоэлектронный комплекс содержит п. элементов. 
Вероятность повреждения (выхода из строя) k-гo элемента 
равна рk (k =1, 2, …, п). Определить математическое ожидание 
числа поврежденных элементов. 
21.15. Комплекс, состоящий из п однотипных блоков, 
прекращает работу при выходе из строя хотя бы одного из 
этих блоков, что происходит с одинаковой вероятностью 



для любого из них. Вероятность прекращения работы ком-
плекса за некоторый цикл работы равна р. Новый'цикл 
начинается после завершения предыдущего или после ремонта 
поврежденного блока, если предыдущий цикл не был завершен. 
Определить математическое ожидание числа блоков, подвер-
гавшихся ремонту хотя бы один раз при т циклах. 
   21.16. Имеется п блоков, действующих независимо один от 
другого и совершающих ряд последовательных циклов. 
Вероятность выхода из строя любого блока за время одного 
цикла равна р. Новый цикл начинается после завершения 
предыдущего (отдельно для каждого блока) иди после ремонта, 
если предыдущий цикл для данного блока не был завершен. 
Определить математическое ожидание числа блоков, подвер-
гавшихся ремонту хотя бы один раз, если каждый блок работал 
в течение т циклов. 

21.17. Число элементов электронной машины, выходящих 
из строя за некоторый промежуток времени, подчинено закону 
Пуассона с параметром а. Длительность ремонта машины 
зависит от числа т вышедших из строя элементов и опреде-
ляется формулой tm= T(1 – е-αm). Определить математическое 
ожидание длительности ремонта и ущерба, причиненного 
простоем машины, если ущерб пропорционален квадрату 
длительности ремонта: 

 
21.18. Приборный комплекс включает п блоков, действия 
которых независимы. Для выхода из строя комплекса доста-
точно повреждения хотя бы одного из блоков. Вероятность 
выхода из строя комплекса за некоторый период времени равна 
р, а повреждение любого из его блоков равновероятно. Новый 
цикл начинается после завершения предыдущего или после 
ремонта поврежденного блока, если предыдущий цикл не был 
завершен. 
По условию комплекс должен сделать 2т. циклов, причем 
после первых т. циклов (m < n/2) все блоки, подвергшиеся 
ремонту хотя бы один раз, удаляются, а с оставшимися при 
прежних условиях повторяется ещё т. циклов. Определить 
математическое ожидание числа блоков, подвергшихся 
ремонту хотя бы один раз после двух серий по m циклов. 

21.19. По n мишеням стрелок производит две серии 
выстрелов по m в каждой. Стрельба организована так, что 



выстрелы делаются последовательно по каждой мишени и 
наблюдения за результатами внутри каждой серии не произ-
водятся. Пуля с вероятностью р может попасть только в 
мишень, в которую прицелился стрелок. Мишень считается 
пораженной, если хотя бы одна пуля попала в нее. Вторая серия 
выстрелов производится после наблюдения результатов первой 
серии и в тех же условиях, но по пораженным в первой серии 
мишеням стрельба уже не ведется. Определить математическое 
ожидание числа пораженных мишеней в двух сериях для 
случаев n = m = 8 и n /2m. 
21.20. Две точки выбраны наудачу на смежных сторонах 
прямоугольника со сторонами а и b. Найти математическое 
ожидание расстояния между этими точками. 
21.21. Найти математическое ожидание расстояния между 
точками, выбранными наудачу на противоположных сторонах 
прямоугольника со сторонами а, b. 
21.22. Получить формулы для математического ожидания и 
дисперсии числа появлений события при п независимых 
опытах, если вероятность его появления от опыта к опыту 
изменяется и в k-м опыте равна  
рk(k =1, 2, ..., п). 
21.23. При взвешивании на чашку весов положено 10 раз-
новесов. Точность изготовления каждого из разновесов ха-
рактеризуется срединной ошибкой в 0,1 г. Точность процесса . 
взвешивания характеризуется срединной ошибкой в 0,02 г. 
Найти срединную ошибку в определении веса взвешиваемого 
тела. 
21.24. На отрезке длиной l наудачу выбраны две точки. Найти 
математическое ожидание и дисперсию расстояния между 
ними. 
21.25. Плотность вероятности для системы случайных величин 
(X, Y) задана формулой 

 
Определить математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины Z = aX+bY. 
21.26. Случайная величина X подчиняется нормальному закону 
распределения 

 



Определить математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины Y =|X|. 
21.27. Случайная величина X подчиняется закону Пуассона. 
Определить математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины Y = cosbX. 
21.28. Дальность до маяка определяется как среднее 
арифметическое из трех измерений. Связь между ошибками 
измерения зависит от темпа измерений и характеризуется 
следующими значениями коэффициентов корреляции; 
а) при темпе 3 сек. r12 = r23 = 0.9, r13 = 0.7;  
б) при темпе 5 сек. r12 = r23 = 0.7, r13 = 0.4; 
в) при темпе измерения 12 сек. rij = 0, j ≠ i  
Определить значения дисперсии для среднего арифметического 
результата при измерениях с различным темпом, если ошибки 
отдельного измерения характеризуются дисперсией, равной 30 
м2. 

21.29. Случайная величина Х подчиняется закону распре-
деления, плотность вероятности для которого 

 
Плотность вероятности случайной величины Y задана формулой 
 

Определить математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины Z = Х - Y, если случайные величины Х и Y не-
зависимы. 
21.30. Дана случайная точка на плоскости с координатами 
(X, Y), причем  =10,  = - 10,  = 100,  =  20  = 0 
Определить математическое ожидание и дисперсию расстояния 
Z от начала координат до проекции точки на ось OZ, 
образующую с осью ОХ угол α = 30°. 
21.31. Определить коэффициент корреляции для случайных 
величин Х и Y, если Х — центрированная нормальная случайная 
величина, а Y = Xn, где п — целое положительное число. 



21.32. Определить математическое ожидание и дисперсию 
случайной величины Z = Х (Y - ), если плотность вероятности 
системы (X, Y) задана формулой 

 

21.33. Колесу придается вращение, которое затухает 
вследствие трения; фиксированный радиус a, останавливаясь, 
образует с горизонтом случайный угол ω, который равномерно 
распределен в пределах от 0 до 360°. Найти математическое 
ожидание и дисперсию расстояния конца радиуса а от 
горизонтального диаметра. 

21.34. Материальная точка под действием центральной силы 
описывает эллиптическую траекторию. Известны большая 
полуось а эллипса и его эксцентриситет е. Предполагая, что с 
одинаковой вероятностью возможно наблюдение за 
движущейся точкой в любой момент времени, определить 
математическое ожидание и дисперсию дальности в момент 
наблюдения, если наблюдатель находится в притягивающем 
центре, расположенном в одном из фокусов эллипса, а 

дальность R до точки определяется формулой , 
где и - угол, составленный радиусом-вектором R с большой 

осью эллипса а. (При движении в центральном поле секторная 

скорость ) 

§ 22. Законы распределения функций случайных величин 
 

Основные формулы 

Плотность вероятности fу(у) случайной величины Y, где Y = 
ω(X) — монотонная функция (т. е. обратная функция X = χ(Y) 
однозначная), определяется формулой 

 
Если обратная функция Х =χ(У) неоднозначна, т. е. одному 
значению Y соответствует несколько значений Х:χ1(у). 

 



χ2(y), χ3(y),…, χk (y) (рис 21), то плотность вероятности 
случайной величины Y определяется формулой 

 
Для функции нескольких случайных аргументов удобнее 

исходить из формулы для функции распределения Fy(y). 

 

Рис. 21. 
Пусть, например, Y = ω(X1, X2) и задана плотность вероятности 
fx(x1, x2) системы случайных величин (X1, X2). Если Dy - область 
на плоскости X1OX2 для которой Y < у, то функция 
распределения 

 
а плотность вероятности случайной величины Y  fу(у) = 

 В общем случае, если известен определитель 
Остроградского—Якоби преобразования от случайных величин 
(X1, X2, …,Xn) к случайным величинам (Y1, Y2, …,Yn) 

 
и если это преобразование взаимно однозначно, то 

 
величины х1, ...,xn выражены через y1, ...,yn. 



Решение типовых примеров 

Пример 22.1. Через точку (0, l) наугад проведена прямая 
(рис. 22). Найти плотность вероятности случайной величины η 
= lcos ω. 
Решение. Угол ω является случайной величиной, равномерно 
распределенной в интервале (0, π) (рис  22). 

 

 рис  22 
Так как при этом обратная функция χ(η) однозначна (с 

изменением угла ω от 0 до πфункция монотонно убывает), то 
для определения плотности вероятности случайной величины η 
применима формула 

 
где

 

 
окончательно имеем 

 
Аналогично решаются задачи 22.2, 22.5—22.7, 22.9—22.13, 
22.19. 
Пример 22,2. Случайная величина Y задана формулой 

 
 
Определить плотность вероятности случайной величины Y, если 
Х — нормальная случайная величина с параметрами     = 0, 
D[X] = 1. 



Решение. В рассматриваемом примере обратная функция 
двузначна (рис. 23); так как одному и тому же значению Y 
соответствует два значения X: 

 

и 

 

то по общей формуле имеем 

 

Аналогично решаются задачи 22.3, 22.4, 22.8.  

Пример 22.3. Положение случайной точки с координатами (X, Y) 

равновероятно внутри квадрата, сторона 

 

Рис. 23. 

которого 1, а центр совпадает с началом координат. Определить 
плотность вероятности случайной величины Z =XY.  

Решение. Рассмотрим отдельно два случая: а) 0 < z < 
< 1/4 и б) –1/4 < z < 0. Для этих двух случаев построим на 
плоскости гиперболы, уравнения которых z = ху. 



На рис. 24, a, b заштрихована область, внутри которой 
выполняется условие Z < z. 

 

 
Функция распределения случайной величины Z определяется 
при 0 < z < 1/4 

 



при –1/4 < z < 0  

 

Дифференцируя эти выражения по z, получим плотность 
вероятности: 

при 0 < z < 1/4 

 

при –1/4 < z <0 

 

Окончательно плотность вероятности для случайной вели-
чины Z = XY может быть записана в таком виде: 

 

Аналогично решаются задачи 22.16—22.19, 22.21.  

Пример 22.4. Система случайных величин (X, Y) распределена 
нормально с плотностью вероятности 

 

Найти плотность вероятности системы (R, Ф), если  

Х = R соs Ф,  

Y = R sin Ф. 



Решение. Для определения плотности вероятности сис- 
стемы (R, Ф) применяем формулу   

 

где  определитель Остроградского — Якоби 
преобразования от заданной системы к системе (R, Ф): 

 
Поэтому 
 

Случайные величины R и Ф независимы, так как  

 

где —закон Рэлея, fω (ω)—закон равномерного 
распределения. 
Аналогично решаются задачи 22.22, 22.23, 22.25—22.27. 

Задачи 

22.1. Функция распределения случайной величины Х есть Fx(x). 
Найти функцию распределения случайной величины Y = аХ + b. 

22.2. Дана плотность вероятности f(x) случайной величины Х (0 
< х < :). Найти плотность вероятности случайной величины Y = 
In X. 

22.3. Найти плотность вероятности случайной величины 
Z = аХ2, если Х — нормальная случайная величина,  = 0, D[X] 
= σ2, a > 0. 
22.4. Определить плотность вероятности случайной величины Y 
= |X |, если Х — нормальная случайная величина, Y которой  = 
0, а срединное отклонение Е дано.  22.5. Случайная величина Х 
равномерно распределена в интервале (0, 1) и связана с Y 
функциональной зависи- 



мостью  Найти плотность вероятности случайной 
величины Y.                  
22.6. Найти плотность вероятности объема куба, ребро 
которого Х — случайная величина, равномерно распределенная 
в интервале (0, а) . 
22.7. Через точку (0, l) проведена наугад прямая. Найти 
плотность вероятности абсциссы точки пересечения этой 
прямой с осью Ох. 
 22.8. Случайная величина Х равномерно распределена 
в интервале (-T/2; T/2). Определить плотность вероятности 
случайной величины Y = a sin (2π/T) X. 
22.9. Случайная величина A подчиняется закону распределения 
Коши 

 
Найти плотность вероятности случайной величины Y, если: 
а) Y = 1 - X3; б) Y = aX2; в) F = arctgX. 
22.10. Определить плотность вероятности случайной величины 
Y = Xn. где п — целое положительное число, если плотность 
вероятности 

 
22.11. Случайная величина Х распределена в интервале  

(О, :) с плотностью вероятности fx (х) = e-x. Определить 
плотность вероятности случайной величины Y, если: а) Y2 = X,  
а знак у Y равновероятен; б) Y =  
22.12. Случайная величина Х подчиняется закону распре-
деления Пирсона 

 
Найти плотность вероятности случайной величины  

У = arcsin X. 



22.13. Случайная величина Х равномерно распределена в 
интервале (0, 1). Определить плотность вероятности случайной 
величины Y, если: 

 
 22.14. Случайные величины X и Y связаны функциональной 
зависимостью Y = Fx(X). Случайная величина Х равномерно 
распределена в интервале (a, b), a Fx(X) функция распределения. 
Найти плотность вероятности случайной величины Y, 
 22.15. Случайная величина Х равномерно распределена в 
интервале (0, 1). Задана функция ft(f) / 0, удовлетворяющая 
условию 

 
Случайные величины Х и Y связаны функ циональной 
зависимостью  

 
Доказать, что ft(у) есть плотность вероятности случайной 
величины Y. 
 22.16. Система случайных величин (X, Y) подчинена закону 
нормального распределения  

 
Какому закону распределения подчиняется случайная величина 
Z = X – Y. 
 22.17. Определить плотность вероятности случайной величины 
Z = XY, если: 
а) задана плотность вероятности f(x, у) системы случайных 

величин (X, Y); 



б) Х и У—независимые случайные величины, плотности 
вероятности которых 

 

в) X и Y — независимые нормальные случайные величины с 
 и дисперсиями  и  соответственно; 

г) X и Y—независимые случайные величины, плотности 
вероятности которых 
 

22.18. Найти плотность вероятности случайной величины 
Z =X/Y, если:  
а) задана плотность вероятности f(x,y) системы случайных 
величин (X, Y); 
б) Х и Y—независимые случайные величины, подчиняющиеся 
закону распределения Рэлея: 

 



в) Х и Y - независимые случайные величины, плотность 
вероятности которых 

 
г) система случайных величин (X, Y) подчиняется нормальному 
закону распределения 

 
22.19. Найти плотность вероятности модуля радиуса-вектора 

 если: 
а) плотность вероятности f(x, у) для системы случайные величин 
(X, Y) задана; 
б) случайные величины Х и Y независимы и подчиняются 
одному и тому же закону нормального распределения с мате-
матическим ожиданием, равным нулю, и срединным откло-
нением Е; 
в) плотность вероятности для системы случайных величин (X, 
Y) задана формулой 

 
г) X и Y — независимые нормальные случайные величины, 
плотность вероятности которых 

 

Д) случайные величины Х и Y независимы и подчиняются 
закону нормального распределения с  и дисперсиями 

 и  соответственно. 



22.20. Система случайных величин (X, Y) имеет плотность 
вероятности 

 
Найти линейное преобразование случайных величин X, Y  
независимым случайным величинам U и V. Определить средние 
квадратические отклонения новых случайных величин. 
22.21. Оба корня квадратного уравнения х2 + α x + β = 0 с 
равной вероятностью могут принимать любое значение от -1 до 
+1. Определить плотность вероятности для коэффициентов α и 
β. 
  22.22. Прямоугольные координаты (X, Y) случайной точки—
зависимые нормальные случайные величины, , ,σx, σy, rху 
Даны. Найти плотность вероятности полярных координат (Т. Ф) 
этой точки, если 

 
Каким законам распределения подчиняются Т и Ф, если 
rху = 0 

22.23. Пусть  — нормальные 
случайные величины, математические ожидания и 
корреляционная матрица которых известны. Определить 
плотность вероятности f(s | t). 

22.24. Найти плотность вероятности неотрицательного 
квадратного корня из среднего арифметического квадратов 
нормальных центрированных случайных величин Y = 

 если дисперсия D[Xj] = σ2 (j = 1, 2. ..., n). 

22.25. Прямоугольные координаты случайной точки  

(Х1, Х2, ..., Xn) имеют плотность вероятности 

 



Найти плотность вероятности для n-мерных сферических 
координат этой точки R, Ф1 Ф2, .... Фn-1. если: 

 
 22.26. Две системы (Х1, Х2, ..., Xn) и (Y1, Y2, ..., Yn) случайных 
величин связаны линейными зависимостями 

 
причем   |aij| ≠ 0   Определить   плотность   вероятности  
fу (y1,y2,…,yn) если плотность вероятности fу (x1,x2,…,xn) задана.                                         
^ 
22.27. Найти закон распределения системы случайных 
Величин (R, Θ), где — радиус-вектор 
Y случайной точки в пространстве, a Θ = arcsinY/R—широтный 
угол. если плотность вероятности прямоугольных координат (X, 
У, Z) равна f(x, у, z). 

§ 23. Характеристические функции систем и функций 
случайных величин 

Основные формулы 

Характеристической функцией системы случайных величин (Х1, 
Х2, ..., Xn) называется математическое ожидание      

функции  где uk (k = 1, 2, .... n)—вещетвенные 
величины,  

 



Для непрерывных случайных величин 

 
Характеристическая функция системы независимых слу-
чайных величин равняется произведению характеристических 
функций случайных величин, входящих в систему: 

 

Для многомерного нормального распределения с матема-
тическими ожиданиями  и корреляционной 
матрицей 

 

 
В том случае, когда начальные моменты системы случайных 
величин соответствующего порядка существуют, 

 

Если случайная величина Y = ω(Х), то 

 



Характеристическая функция системы случайных величин (Y1, 
Y2, …, Yn)' каждая из которых является функцией других 
случайных величин 

 
Характеристическая функция подсистемы случайных вели-

чин может быть получена из характеристической функций 
системы, если переменные uk, относящиеся к величинам, не 
входящим в подсистему, заменить нулями, 

Решение типовых примеров 
Пример 23.1. Частица начинает движение из начала 

координат и перемещается в некотором направлении на рас-
стояние l1. Затем она мгновенно меняет направление движения 
и в новом произвольном направлении перемещается на 
величину l1. Траектория блуждающей таким образом частицы 
состоит из отрезков длиной l1, l2,…, ln  направление каждого из 
которых определяется углом αk, с осью Ох, равномерно 
распределенным в интервале (0, 2π). Случайные величины 
α1,α2,…,αn независимы. Найти характеристическую функцию 
координаты Х конечной точки траектории и соответствующую 
ей плотность вероятности. 
Решение. Координата Х определяется как сумма проекций 

отрезков lk на ось Ох: 

 
Вследствие независимости αk 



 

причем 

 
поэтому 

  
где j0 - функция Бесселя первого рода нулевого порядка. 
Отсюда 

 
или 

 
Пример 23.2. Задана корреляционная матрица ||krs|| 

системы шести нормальных случайных величин Х1, Х2, ..., X6, 
математические ожидания которых равны нулю. Пользуясь 
методом характеристических функций, определить математи-
ческое ожидание произведения . 
Решение. Математическое ожидание  оп-

ределяется распределением подсистемы случайных величин  
(Х2 ,Х3 ,Х4. Соответствующая этой подсистеме 
характеристическая функция имеет вид 

 
Искомое математическое ожидание может быть получено 

путем четырехкратного дифференцирования характеристиче-
ской функции 

 



Первый способ. Если разложить характеристическую 
функцию в ряд по степеням ее показателя степени, то об-
наружится, что при нахождении интересующей нас смешанной 
производной при из u2 = u3 = u4 = 0 только один член разло-
жения дает результат, отличный от нуля: 

 
Смешанная производная от квадрата многочлена при u2 = u3 

= u4 = 0 будет в свою очередь иметь отличными от нуля только 
те члены, которые до дифференцирования были 
пропорциональны  т.е. 

 
Второй способ. Для удобства введем обозначение 

 
Тогда 

 
вследствие чего 

 
Аналогично решаются задачи 23.11—23.14. 
 



Задачи 

23.1. Доказать, что характеристическая функция суммы 
независимых случайных величин равна произведению харак-
теристических функций слагаемых. 

23.2. Задана Ех1,...,хn (u1,…,un)—характеристическая функция 
системы случайных величин (X1,X2,…,Xn). Найти 
характеристическую функцию суммы Z = X1+X2+... 

...+Xn 
23.3. Найти характеристическую функцию линейной 

функции  независимых случайных величин 
X1,X2,…,Xn, характеристические функции которых заданы. 

23.4. Найти характеристическую функцию квадрата от-
клонения нормальной случайной величины от ее математиче-
ского ожидания Y = (X — )2 и начальные моменты распре-
деления Y. 
23.5. Найти характеристическую функцию случайной ве-
личины Y = аF(Х)+b, где Х —случайная величина. F(х)— ее 
функция распределения. 
23.6. Найти характеристическую функцию случайной величины 
Y = lnF(X), где Х—случайная величина, a F(x)— ее функция 
распределения. Определить начальные моменты распределения 
Y. 
23.7. Найти характеристическую функцию проекции отрезка а 
на ось Оу, если угол между отрезком и осью Оу подчинен 
закону равной вероятности в пределах от 0 до 2π. Определить 
плотность вероятности проекции отрезка. 
23.8. Найти характеристическую функцию системы двух 
случайных величин, подчиненных нормальному закону рас-
пределения  

 
характеристическую функцию системы п случайных величин 
(X1,X2,…,Xn) подчиненных нормальному закону распределения, 
если заданы математические ожи- 



дания случайных величин, входящих в систему,  =а, и их 
корреляционная матрица 

23.10. Найти характеристическую функцию 

где (X1,X2,…,Xn)—система нормальных случайных величин. 



23.11. Пользуясь методом характеристических функций, 

определить  если X1,X2—нормальные 
случайные величины, для которых   

 
23.12. Пользуясь методом характеристических функций, 

определить: а)  б)  если 
X1,X2 и X3 —нормальные случайные величины, для 
которых   

 —корреляционные моменты между 
соответствующими случайными величинами. 

23.13. Пользуясь методом характеристических функций, 
определить М [X1, X2,  X3]. если X1, X2,  X3—нормальные 
центрированные случайные величины. 

23.14. Пользуясь методом характеристических функций; 
выразить М [X1, X2,  X3, X4] через элементы корреляционной 

матрицы kml системы нормальных случайных величин X1, X2,  X3, 
X4 математические ожидания которых равны нулю.
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